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CAPITULO XIII

ECUACIONES DIFERENCIALES

§ 1. PLANTEO DEL PROBLEMA
ECUACION DEL MOVIMIENTO DE UN CUERPO,
SIENDO LA RESISTENCIA DEL MEDIO
PROPORCIONAL A LA VELOCIDAD.
ECUACION DE LA CATENARIA

Supongamos que la funcién y = f (z) expresa cuantitativamente
un fenémeno. Al estudiar este fendmeno es imposible establecer
directamente el caracter de la dependencia entre y y z; sin embargo,
se puede establecer una dependencia entre las magnitudes =z, y,
y las derivadas de y respecto a z: ', ¥, ... y), es decir, se puede
escribir una ecuaciéon diferencial.

De la dependencia obtenida entre z, y y las derivadas es preciso
deducir la dependencia directa entre z e y, es decir, hallar y = f (2),
o, como suele decirse, integrar una ecuacion diferencial.

Estudiemos dos ejemplos.

Ejemplo 1. Desde una cierta altura se ha arrojado un cuerpo de masa m.
Determinar la ley segin la cual cambia la velocidad de caida v, si sobre el
cuerpo, ademas de la fuerza de gravedad, actia la fuerza de resistencia del
aire, proporcional a la velocidad ¢ (el coeficiente de proporcionalidad es k), es
decir, es preciso encontrar v = f (1).

Solucién, En virtud de la segunda ley de Newton m%:ﬁ', donde, %f;— es

la aceleraciéon del cuerpo en movimiento (la derivada de la velocidad respecto
al tiempo), y F es una fuerza que actda sobre el cuerpo en la direccién del
movimiento. Esta {ltima es resultante de dos fuerzas: la de gravedad, mg, ¥
la de la resistencia del aire, kv (se toma con signo menos, puesto que esta diri-
gida en direccion opuesta a la velocidad).

Entonces

dv
m—EF-—-mq—-k!.‘. (l)

‘Hemos obtenido una relacién entre una funcién desconocida v y su derivada

d_:' es decir, una ecuacion diferencial respecto a la funcién desconocida v
(la ecuacion del movimiento de paracaidas de ciertos tipos). Resolver esta ecua-
cion diferencial significa encontrar una funcién v = f (1) tal que satisfaga
idénticamente a la ecuacién diferencial dada. Existe una infinidad de fun-
ciones de este tipo. Es ficil comprobar que toda funcién del tipo

k

—_—t

v=Ce ™ +F @
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satisface la ecuacién (1) cualquiera que sea ol nimero constante €. éPero,
cuil de estas funciones dara la dependencia buscada entre v y ¢? Para encon-
trarla, usemos una condicion adicional: al arrojar el cuerpo, le damos una velo-
cidad inicial v, (que, en particular, puede ser igual a cero); supougamos cono-
cida esta velocidad inicial. Pero, en este caso, la funcion buscaga v = f(t)
debe ser tal que para ¢ = O (al principio del movimiento) se verifique la con-
dicién v = v;. Poniendo ¢ = 0, v = vy en la formula (2), obtenemos:

voziH-ﬂ. de donde: C=uvy——L
k k
De esta manera se determina la constante €, Por consiguiente, la depen-
dencia buscada entre v y ! es:

at

m m m "
v= (uo—--—-f-) e e 29

De esta [6rmula se deduce que si ¢ es suficientemente grande, la velocidad
v depende poco de wv,.

Notemos que si k& = 0 (es decir, la resistencia del aire no existe o es tan
pequeiia que podemos despreciarla), obtenemos el resultado®) bien copocido
en fisica:

v= vyt gi. 27

Esta funci6n satisface la ecuacién diferencial (1) y la condicién inicial:
v= v, para ¢t =0

Ejemplo 2. Un hilo flexible homogéneo vsta suspendido por sus dos extre-
mos. Hallar la ecuacion de la curva cuya forma va a tomar el hilo bajo su pro-
pio peso (esta forma es la que toman las cuerdas,

Ty 7 cables y cadenas suspendidas).

Solucién. Sea M, (0, b) el punto miés bajo

del hilo, y M, un punto arbitrario (fig. 244).
Examinemos la parte MyM del hilo. Esta parte

M esti equilibrada bajo la accién de tres fuerzas:
1) la tension T, que actia a lo largo de la
tangente al punto M, y forma con el eje Oz el

My dngulo g ) .
2) la tension H, en el punto Mg, que actua

rs horizontalmente;

3) el peso ys del hilo, dirigido verticalmente
hacia abajo; donde s es la longitud del arco Mo,

H

17} v es el peso especifico lineal del hilo.
Descomponiendo T en sus componentes hori-
Fig. 244 zontal y vertical, obtenemos las ecuaciones del

equilibrio: T cos @ = H, Tseng = yS.
Dividiendo la segunda igualdad por la primera, oblenemos:

=S 3)

*) La férmula (27) puede obtenerso de la (2), pasando al limite:
ht

; mg\ T m ., mg
tim [ (-5} ¢ ™+ ] =voan
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Supongamos ahora que la ecuacién de la curva buscada se puede escribir
en la forma: y = f (z). Aqui, f (z) es la funcién que debemos encontrar. Note-
mos que

d
tgg =/ () =g .

Por tanto,
dy 1
donde por a estd designada la razdn -%I-

Derivemos respecto a r ambos miembros de la igualdad (4):

dty 1 ds
¢~ e ok ®)

Pero ya sabemos (véase § 1, cap. VI) que:

ds dy \2
E;—l/“f(w) :
Poniendo esta expresién en la ecuacion (5) obtenemos la ecuacién dife-
rencial de la curva buscada:

dy 1 I/'“ dy \?

dz?  a 1+(dz) ' (6)
Esta funcién expresa la relacién entre derivadas primera y segunda de la fun-
cion desconocida y.

Sin prestar atencién a los métodos de resolucién de ecuaciones, indique-
mos que toda funcion de la forma :

y=-g +C2 )

(X 30y (£ 40,

o [, )]
satisface la ecuaciéon (6), cualesquiera que sean los valores de las constantes
C; y C». Esto es facil comprobar, introduciendo las derivadas primera y segunda
de la funcién mencionada en la ecuacién (GL. Indiquemos sin demostracion
que estas funciones (para diferentes C; y C;) abarcan todas las soluciones posi-
bles de la ecuacién (6), lo que serd demostrado més adelante (en el § 18).

Las graficas de todas las funciones obtenidas de esta manera se llaman
catenarias. Aclaremos, ahora, como se debe elegir las constantes C; y C; para
obtener precisamente la catenaria en la que el punto inferior M tenga las coor-
denadas (0, b). Puesto que, para z = 0, el punto de la catenaria ocupa la posi-

cion més baja, la tangente a este punto es horizontal, es decir, d—: = 0. Ade-
mis, :egl’m la hipdtesis, en el punto indicado la ordenada es igual a b, es decir

y=>ob.
De la ecuacion (7) se deduce:

1 (e% +CI-—£’_ (—:- +c‘.l)) )

y'=—

Poniendo aqui z=0, obtenemos: U=--;—(ecl—e_c‘). Por tanto, Cy=0,
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Si b es la ordenada del punto M,, entonces y = b para z = 0.

Suponiendo que x =0, ¢, =0 de la ecuacion (7) obtenemos b =
:—g-(l + 1)+ €y, de donde: €y = b — a.

En definitiva encontramos:

a

X i,
v=~ (.9 @ 1e ¢ ) +b—a.

La ecnacion (7) se simplifica considerablemente, si tomamos la ordenada del
punto M, igual al nimero a. Entonces, la ecuacién de la catenaria seri:
x X

y=—;~—(e“ de ®).

§ 2. DEFINICIONES
Definicion 1. Una ecuaciéon que establece una relacion entre
la variable independiente z, la funcién buscada y = f (x) y sus
derivadas y', y", ... y™ se llama ecuacién diferencial.
Una ecuacion diferencial se puede escribir simbélicamente en la
forma siguiente:

Flz, yo s U ooy ™) =0

dy d'y d"u)
F(I- s i —=, e J=1),
¥ 3 dz"

Si la funcidn buscada y = f (z) es la de una sola variable inde-
pendiente, la ecuaciéon diferencial se llama ordinaria. Ocupémonos,
por ahora, s6lo de las ecuaciones diferenciales ordinarias*).

Definicion 2. El orden de la derivada superior que entra en la
ecuacién se llama orden de la ecuacién diferencial.

Por ejemplo, la ecuacion

Yy —2xy* 4+ 5=0

0

es de primer orden.

*) A la par con las ecuaciones diferenciales ordinarias, en el andlisis mate-
mético se estudian también las ecuaciones en derivadas parciales. Las ecuacio-
nes que establecen una relacién entre la funcion desconocida z, dependiente de
dos o varias variables z, y, . .., las propias variables z, y, . .., y las deri-

g gz dz 0% g
vadas parciales de z: %' 5y 92 ete., se llaman ecuaciones en derivadas par-

ciales. )

Por ejemplo, la ecuacion zg—i = y:;—; sera en derivadas parciales con la
funcién desconocida :z (z, y). :

Es ficil comprobar que la funcién z = 22y? satisface la ecuacién dada (asi
como infinidad de otras funciones). En ¢l curso presente las ecuaciones en deri-
vadas parciales se estudian en el capitulo XVIII, tomo II.
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La ecuacién
y' -+ ky —by —senz =10
es de segundo orden, etc.
La ecuacién examinada en el ejemplo 1 del pérrafo anterior
es de primer orden, y la del ejemplo 2, de segundo orden.

Definicién 3. Toda funcién y =/ (z) que, introducida en la
ecuacién, la transforma en una identidad, se llama solucidn
o integral de una ecuacién diferencial.

Ejemplo 1. Sea la ecuacién diferencial

d?y s

Las funciones y — senz, y = 2 cosz, y = 3 senz — co8 T, ¥, en gene-

ral, toda funcién de la forma y = C, sen z, y = C; cos z,
[
y= Cysenz - Cp cosz

son soluciones de la ecuacion dada cualesquiera que sean las constantes C,
vy C,. Esto es ficil comprobar, al introducir las funciones mencionadas en la
ecuacion.

Ejemplo 2. Examinemos la ecuacién:

yVz —zt —y=0.
Sus soluciones son funciones de la forma:
y = a*+ Caz,

donde € es una constante arbitraria. En efecto, derivando la funcién y ==

= 2% -+ Cz, hallamos:
vy =2z C.

Sustituyendo las expresiones y e j' en la ecuacién original, obtenemos la
identidad:
2z} C)z — 22 — 2 — Cz = 0.

Cada una de las ecuaciones examinadas en los ejemplos 1 y 2 tiene una
infinidad de soluciones.

§ 3. ECUACIONES DIFERENCIALES
DE PRIMER ORDEN (GENERALIDADES)

1. La ecuacién diferencial de primer orden tiene la forma:

F(z, y y) = 0. 1)
Si esta ecuacion se resuelve respecto a y’, se puede escribirla en

la forma:
¥y =171 y- (1)

En este caso se dice que la ecuacién diferencial esta solucionada
respecto a la derivada. Para tal ecuacién es valido el siguiente teo-
rema acerca de la existencia y la unicidad de la solucién de una
ecuacién diferencial.
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Teorema. Si en la ecuacion
y = f (= y)a
la funcién f (z, y) y su derivada pareial d_;: respeclo a y son continuas

en cierto dominio D del plano Ozy, y si (x4, Yo) s un punto de este
dominio, entonces existe la ¥inica solucion de esta ecuacién, y = ¢ (2),
que satisface la condicibn y = y,, para x = x,.

El significado geométrico del teorema es que existe sélo la
tinica funcién y = ¢ (z)} cuya grifica pasa por el punto (zo, yp).

Del teorema anterior se deduce que la ecuacién (1’) tiene una
infinidad de soluciones diferentes [por ejemplo, la solucién cuya
grifica pasa por el punto (zy, yo), otra solucién cuya grafica pasa
por el punto (z,, ¥), por el punto (zp, y.) etc., siempre cuando
estos puntos se encuentren en el dominio D].

La condicién de que la funcién y debe tomar valor del nimero
dado y,, para z = z;, se llama condicién inicial. Muy a menudo
esta condicidén se escribe en la forma:

Y lemso = v
Definicién 1. Se llama solucién general de una ecuacién dife-
rencial de primer orden a la funcién

y =9 (z, €), (2)
que depende de una constante arbitraria (' y satisface las condicio-
nes siguientes:

a) satisface la ecuacion diferencial para cualquier valor concreto
de la constante C;

b) cualquiera que sea la condicién inicial y = y,, para z = z,
es decir (¥)x—x, = Yo, S€ puede encontrar un valor € = C, tal, que
la funciéon y = ¢ (z, C,) satisfaga la condicién inicial dada.

En este caso se supone que los valores x, e y, pertenecen al
dominio de variacién de las variables z e y, en el que se verifican
las condiciones del teorema sobre la existencia y la unicidad de la
solucidn.

2. Durante la bisqueda de la solucién general de una ecuacién
diferencial llegamos a menudo a una correlacién de la forma:

®(z, y, C) =0, (2"

no resuelta respecto a y. Al resolverla respecto a y, obtenemos la
solucién general. Sin embargo, no siempre es posible expresar y
a partir de la correlacién (2") mediante las funciones elementales.
En tales casos la solucién general se queda en forma implicita.

Una igualdad de la forma @ (z, y, C) = 0, que da la solucién
general en forma implicita, se llama integral general de la ecuacion
diferencial.
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Definicién 2. Toda funcién y = @ (z, C,) deducida de la solu-
cién general y = ¢ (z, C), dando a la constante C un valor determi-
nado C = Cy, se llama solucién particular. En este caso la correla-
cién @ (z, y, Co) = O se llama integral particular de la ecuacién.

Ejemplo 1. La ecuacién de primer orden

Y, i
dz x
. g g ; cC
tiene por solucién gemeral una familia de funciones y=-3 esto se puede
comprobar mediante una simple sustitucién en la ecuacidn.
Hallemos una solucién particular que satisfaga la siguiente condicién

inicial: yg=1, para zy=2. Poniendo estos valores en la férmula y=—"7

obtenemos: iz%é C =2, Por consiguiente, la funcién ym-i— es la solu-
cién particular buscada,

Desde un punto de vista geométrico, la integral general repre-
senta una familia de curvas en el plano de coordenadas, dependiente
de una constante arbitraria € (o, como se suele decir, de un pard-
metro C). Estas curvas se llaman curvas integrales de la ecuacion
diferencial dada.

Cada integral particular estd representada por una curva de esta
familia, que pasa por un punto dado del plano.

Asi, en dltimo ejemplo la integral general estid representada

geométricamente mediante la familia de hipérbolas y = %, y la

integral particular, determinada por la condicién inicial indicada,
mediante una de estas hipérbolas que pasa por el punto M, (2,1).
En la figura 245 estin representadas las curvas de la familia que

corresponden & ciertos valores del parametro: C = -1—, C=1,C =2,

2
C = —1, ete.

Con el objeto de ilustrar mejor nuestros razonamientos, llamare-
mos solucién de la ecuaciéon no sélo a la funcién y = ¢ (z, Cy),
que satisface la ecuaci6n, sino también a la curva integral corres-
pondiente. En relacién con esto trataremos, por ejemplo, de la
solucién que pasa por ¢l punto (zy, ¥o).

dy Yy

Observacién: La ecuacion g tiene solucion que pase

por un punto del eje Oy (véase fig. 245). Esto se debe a que el segundo
miembro de la ecuacién no estd definido para z = 0, y, por tanto,
no es continuo.
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Solucionar o, como se dice a menudo, integrar una ecuacién
diferencial significa:

a) encontrar su solucién general o la integral general (si no
estin dadas las condiciones iniciales), o

b) hallar la solucién particular de la ecuacién que satisfaga las
condiciones iniciales dadas (si éstas existen).

|y
C=98] C=32
c=l|f =1

c=1’J1{C=—1
C=yz2 C=-Y2
Fig, 245

3. Demos la interpretacién geométrica de la ecuacién diferencial
de primer orden.
Sea una ecuacién diferencial, resuelta respecto a la derivada:

Vi@ v, (1)

y sea y = @ (z, C) su solucién general. Esta solucién general deter-
mina toda la familia de curvas integrales en el plano Ozy.

Para todo punto M, de coordenadas z e y, la ecuacién (1’) deter-
mina un valor de la derivada %, es decir, el coeficiente angular de
la tangente a la curva integral que pasa por este punto. Por consi-
guiente, la ecuacién diferencial (1”) define un conjunto de direcciones
0, como se dice, determina el campo de direcciones en el plano Oxy.

Desde el punto de vista geométrico el problema de la integracion
de una ecuacién diferencial consiste en hallar las curvas, ecuyas tan-
gentes estin orientadas de modo que su direccion coincida con la
direccién del campo en estos puntos.
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En la figura 246 se representa el campo de direcciones definido
por la ecuaciéon diferencial
dy ¥

dr z
4, Examinemos, ahora, el problema siguiente:
Sea una familia de funciones que depende s6lo de un parime-
tro C:
y=¢(z C) ()

de modo que por todo punto del plano (o de un dominio en el plano)
pase s6lo una curva de esta familia.

Fig. 246

¢Cudl es la ecuacién diferencial que acepta esta familia de fun-
ciones como integral general?
Derivando respecto a z, encontramos de la relaci6n (2):
dy i
— =1 (: :
== (% C) @3
Puesto que por todo punto del plano pasa una sola curva de la
familia, para cada par de nimeros z e y se determina un valor

tnico €' de la ecuacién (2). Introduciendo este valor € en la corre-
- d iz .
lacién (3) hallamos 5‘% como funcién de z e y. Asi obtenemos la

ecuacién diferencial satisfecha por toda funcién de la familia (2).
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Por consiguiente, para establecer la relacién entre z, ¥y 4y
(785
es decir, para escribir la ecuacién diferencial cuya integral general

se determina por la férmula (2), es preciso eliminar €' de (2) y (3).

r

Ejemplo 2. Hallar la ecuacion diferencial de la familia de pardbolas y =
= Cz* (lig. 247).

Fig. 247

Derivando la ecuacion respecto a z, hallamos:

'{'_'1":;' 22{42.

Introduciendo en esta 1ltima el wvalor

c=24
=25

definido por la ecuacion de la familia, ohtenemos una ecuacion derivable de
la familia dada:
dy 2y
dr =z
Esta ecuacién diferencial se verifica para z = 0, es decir, en todo domi-
nio que no tenga puntos en el eje Oy.

§ 4. ECUACIONES CON VARIABLES SEPARADAS Y SEPARABLES.
PROBLEMA DE LA DESINTEGRACION DEL RADIO

Estudiemos una ecuaciéon diferencial de la forma

Y —h@h), (1)
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donde el segundo miembro es el producto obtenido mediante la
multiplicacién de una funcién que depende sélo de z por una fun-
cién dependiente s6lo de y. Suponiendo que f; (y) % 0, transforme-
mos (1) del modo siguiente:

1
dy = f, () dz. s bf
AT k5
Suponiendo que la funcién y de z es conocida, la ecuacién (1°) se
puede considerar como igualdad de dos diferenciales, cuyas inte-
grales indefinidas se diferenciardn en un sumando constante. Inte-

grando el primer miembro respecto a y y el segundo, respecto a z,
obtenemos

1
dy = S i (2) dx 4 C.
5 = | hedst

Hemos obtenido una correlaciéon entre la solucién y, la variable
independiente z y la constante arbitraria C, es decir, hemos obtenido
la integral general de la ecuacién (1).

1. La ecuacion diferencial de la forma (17)

M (z) dz + N (y) dy = 0 (2)

se llama ecuacion con wvariables separadas. Segiin lo demostrado, su
integral general es

§ M) dz+ SN (y)dy=cC.

Ejempio 1. Sea la ecuacién con variables separadas:
zdzr-} ydy = 0.
Integrando, obtenemos la integral general:
2 2
THT
Puesto que el primer miembro de la Gltima ecuacién no es negativo, lo
mismo seria el segundo miembro. Designemos 2¢C; por C?:
23yt = OO,

Esta es la ecuacién de una familia de circunferencias concéntricas (fig. 248)
de radio € y centro en el origen de coordenadas.

=0,

2. La ecuaciéon de la forma
My (z) Ny (y) dz + M, (z) N (y) dy = 0 (3)
se llama ecuacion con variables separables. Esta puede ser reducida*)

*) Estas transformaciones son vilidas s6lo en un dominio donde tanto
Ny(y), como Ma (z) no se anulan.
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a una ecuacién con variables separadas, dividiendo ambos miembros
por la expresion Ny (y) M, (2):

My @) N W) 4. Mz(xJNz(y)dy=O

Ny (y) M, (2) Ny(y) My (2)

M, (z) N(y)

es decir, a una ecuacién de la forma (2).

g
G
g X
Fig. 248
Ejemplo 2. Sea la ecuacién
S e X
dr =z
Separemos las variables:
dy __ dz
v =
Integrando, encontramos:
dy dzx
e e

es decir,

In|y|=—In|zl4+In|C|*) 6 ln_|y]=ln|%.' .

de donde obténemos la solucién general: y=% .

*) Teniendo en cuenta las transformaciones ulteriores, hemos designado
la constante arhitraria mediante In | €| lo que es admisible puesto que In | C |
(cuando C == 0) puede tomar cualquier valor en los limites de — co hasta - co.



Ecuaciones con variables separadas y separables 17

Ejemplo 3. Sea la ecuacién
(1+4z)pdz+(1—y)zdy=0.
Separando las variables, encontramos:

A g by (L1) da ot (5—1) ar=0.

Integrando, obtenemos: .
In|z|+z+In|y|—y=C 6 In|ay|+z—y=C;

la ultima relacion es la integral general de la ecuacién dada.

Ejemplo 4. Se ha establecido que la velocidad de la desintegracién del
radio es directamente proporcional a su masa en cada instante dado. Determi-
nar la ley de variaciéon de la masa del radio en funcidn de tiempo, si para ¢t = 0
la masa del radio fue my.

La velocidad de la desintegracion se determina del modo siguiente. Sea m
la masa al instante ¢ ¥y m - Am, al instante ¢4 At. La masa desintegrada

durante el tiempo At es Am. La razén i—? es la velocidad media de desintegra-

cién. El limite de esta razén para At — 0:

s Am _ dm

atwo At dt

es la velocidad de desintegracion del radio al instante t.
Segiin la hipdtesis:

dm

@ = —km - @
donde k es un coeficiente de proporcionalidad (k > 0). Ponemos el signo me-
nos, porque a medida que transcurre el tiempo la masa del radio disminuye y,
m
dt
Separemos las variables:

por eso: << 0. La ecuacién (4) es una ecuacién con variables separables.

am_ ki
m

Resolviendo la ecuacién, obtenemos:
Inm=—kt4InC,
de donde
In %m — kt,
m=Ce-ht, (5)
Siendo dada la masa del radio.igual a mp en el instante ¢ = 0, entonces
C debe satisfacer la correlacién:
mp=Ce " 0=¢,
Introduciendo el valor de € en la ecuacién (5), obtenemos la dependencia
buscada (véase la fig. 249) de la masa del radio en funcién del tiempo:
m =mge~k!, (6)
El coeficiente k se determina experimentalmente de la manera siguiente.
Sea a el % de la masa inicial del radio desintegrada durante el tiempo t,. Por

2536



18 Ecuaciones diferenciales

tanto se cumple la correlacion:

(1—1o5) mo—moe™
de donde:

—ktp=1In (1’1%6) ;
Q

= _Tt; In (‘1—-1%-0

De tal modo hemos establecido que para el radio k == 0,00044 (la unidad de

medida del tiempo es el afio).
Poniendo este valor de k en la férmula (6), tenemos:

m — moe—0:000441_

Hallemos el periodo de semidesintegraciin del radio, o sea el intervalo
de tiempo durante el.cual se desintegra la mitad de la masa inicial del radio.

m

Mg

Fig. 249

Sustituyendo m en la altima formula por el valor % , obtenemos la ecuacion

para determinar el periedo T de semidesintegracitn:

fz_ll_gmog-—ﬂ,ﬂoﬂiif'
de donde:
—0,00044T = — In 2,
0 sea, In2
n -
T=W=1590 anos.

Notemos que muchos otrog problemas fisicos y quimicos desembocan en
una ecuacién de la forma (4).

Observacién. La ecuacién diferencial con variables separadas
de la forma

-d .
T=1@) 6 dy=f@de
es la més simple.
Su integral general tiene la forma:
y={t@dz+4C.
A la solucién de ecuaciones de este tipo estd dedicado el capi-
tulo X.
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§ 5. ECUACIONES HOMOGENEAS DE PRIMER ORDEN

Definicién 1. La funcién f (z, y) se llama homogénea de grado
n respecto a las variables z e y, si para todo A se verifica la identidad:

] (hz, hy) =21"f (=, y).

Ejemplo 1. La funcién f(z, y)=3 2343 es homogénea de primer grado,
puesto que

fhz, M) =y AP+ (WP =2y 2Ly =1Af (2, u).
Ejemp]o 2. f(xy)==2y—y* es una funcién homozénea de segundo grado
puesto que (Ax) (xw-uw = l*lry ¥2).
Ejemplo 3. f(z, y)="= =
(Ax)2 — (Ay)?_ x2—p2 . :
T Y T et es decir,

fla, Ap)=f(x, ¥} 6 [(hz, hy)=40f(x, y).
Definicién 2. La ecuacién de primer orden

Yt v (1)

se llama homogénea respecto a z e y, si la funcién f (z, y) es homogé-
nea de grado cero respecto a z e y.

2
es una funcién homogénea de grado cero

puesto que

Solucién de una ecuacién homogénea. Segin la hipétesis,

/ (rz, Ay) = f (z, y). Haciendo L = % , tenemos:

¥
f(‘r: .’)‘)=f(1- ;)i

es decir, la funcién homogénea de grado cero depende sélo de la
razén de los argumentos.
En este caso, la ecuacién (1) toma la forma:

&= f( x)' (1)

Efectuemos la sustitucion: u = %. es decir, y = ux. Entonces

tenemos:
dy _
e +
Sustituyendo este valor de la derlvada en (1") obtenemos:

u—}-x:‘g:f(i. u),
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que cs una ecuacién con variables separables:

.IEE:)'{'I, u}—-u 6 ____;‘u__=d_3:'
dr fA, uy—u z

Integrando, hallamos:

du dx
g A, uy—u —g-;-{—C.

Sustituyendo u por la razon %. después de integrar, obtenemos

la integral de la ecuacién (1).
Ejemplo 4. Sea la ecuacién
dy zy
?g 2—yd °

En el segundo miembro tenemos una funciéon homogénea de grado cero. Por
consiguiente, se trata de una ecuacién homogénea. Realicemos la sustitu-

cién: de Y- =u; entonces
x

,ody du de u du u?
Gl e -H—u+x_¢i—r’ Wi dz  T—ut’ gz T i—ud

Separando las variables, resulta:
Uosnas b0, (1 1), 3

uld z ' ud w z

de donde, después de integrar, encontramos:

1 i
—E;-a——ln|u|=ln|z|+1n'|0| 5} ——m-ulmm:c]_.

Sustituyendo u =-§- obtenemos la integral general de Ia ecuacién inicial:
2

—Tys—ln]Cy I.
Es imposible en el caso dado expresar y como funcidn explicita de =

mediante las funciones elementales. Sin embargo, es facil expresar = en
funcién de y:

z=y Y —=2In|Cy].
Observacién. La ecuacién de la forma
Mz, y)dz+ N (z, y)dy =0

serd homogénea sélo en aquel unico caso, en que M (z, y) Yy N (z, »)
sean funciones homogéneas de un mismo gradoe. Esto se deduce del
hecho de que la razén de dos funciones homogéneas de un mismo
grado es una funcién homogénea de grado cero.
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Ejemplo 5. Las ecuaciones
(27 +-3y) dz + (z —2y) dy =0,
(z2+y?) dz — 22y dy =0
son homogéneas.

§ 6. ECUACIONES QUE SE REDUCEN
A ECUACIONES HOMOGENEAS

Se reducen a ecuaciones homogéneas las ecuaciones de la forma
dy ax4by+c
dz aa+ by +c;

Si ¢y = ¢ =0, la ecuacién (1) es, evidentemente, homogénea.
Supongamos, ahora, que ¢ y ¢; (0 uno de ellos) son diferentes de cero.
Realicemos el cambio de variables:

=z +h, y=y +k

(1

Entonces,
d d
o _ % @)
‘ir dzl

Introduciendo en la ecuacién (2) las expresiones de z, y y S—g .

tenemos:
dy, _ _ax;+ byt ah+ bk+ ¢
dzx, . a,xy + byyy + ayhy 4 bk + ¢y '
Elijamos h y k de tal modo que se verifiquen las ecuaciones

ak+bk+c=0,} 4
agk“‘— btk""-Ci:O' (

es decir, determinemos k y k como soluciones del sistema de ecuacio-
nes (4). Bajo esta condici6én la ecuacién (3) es homogénea:

Qy_l cons TN + by,
dzy ayz+ by,

3)

Al solucionar esta ecuacién, y pasando de nuevo a z e y, segin
las férmulas (2), obtenemos la solucién de la ecuacién (1).

El sistema (4) no tiene solucién, si =0, es decir, si

a b
a; by
by

ab, == a,b. Pero en este caso %‘-:T=l‘ es decir, a,=Aa. by=Ab,
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¥, por consiguiente, se puede transformar la ecuacién (1) en la
forma:

dy_ (azt+by tec
dz  A(axz+ by) + ¢
Haciendo la sustitucién
z = ax + by, (6)

la ecuacién se reduce a una ecuacién con variables separables.
En efecto,

%)

dz d,
—=a+b~_§."
de donde:
dy 1dz a -
_MF—__E-' (;)

que es una ecuacién con variables separables,
El procedimiento utilizado para la integracién de la ecuacién (1)
se aplica, también, a la integracién la ecuacién

EE:f( ax + by + ¢ )
dx az + by + ¢/’
donde, f es una funcién continua arbitraria.

Ejemplo 1. Sea la ecuacién
Sy _zty—3
dz  x—y—1"
Para transformarla en una ecuacién homogénea hacemos la sustitucion:
z=2z(-+h; y=y;+k. Entonces,
dyy _ z+ys+h+k—3
d=1 31——"’1-‘-"-‘]‘-—1 :
Resolviendo el sistema de dos ecuaciones
htk—3=0; h—k—1=0,

encontramos:
h=2, k=1.
Como resultado obtenemos la ecuacién homogénea
dyy _ Tt
T 1

dzy 7 —1
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que resolvemos mediante la sustitucién —:l=u; entonces,
1

d du du 14-u
Y= uzy, Tﬂ““‘l—:’d_q; “+’1?E;'=1Tu'

y obtenemos una ecuacién con variables separables

du  14u?

T

Separamos las variables:

1—u _dxy
i il val
Integrando, hallamos:

arctg u——:e- In(t4+u?)=Inz;+InC,

arctgu=1n(Cz; V14 u?)

Cay VTF = etcti v,

Sustituyendo u por % en la dltima igualdad, tenemos:
1

arctgé
CVaFi=e .
Por fin pasando a las variables z e y, obtenemos en definitiva:
y—1
arctg——
CV@E—20+(@y—1)i=e 2

Ejemplo 2. La ecuacion

¥ = 2yTs

no se puede resolver mediante la sustituciéon z = z, 4 h, y = y; -k, puesto
que en este caso el sistema de ecuaciones, que sirve para determinar A y k, es

irresoluble (aqui, el determinante
es igual a cero).

Se puede reducir esta ecuacién a una ecuacién con variables separables

mediante la sustitucion:
2+ y=3s.
Entonces y"—=:z'—2 y la ecuacién se reduce a la forma:
" _z—1
a—e 2245 °

0 sea,

o 52+9
T 2245

42 de los coeficientes de las variables
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Resolviéndola, encontramos:

2 7
gz-{-z—s-ln]53+9|=:+c.

Como z=2z-Ly, obtenemos la solucién definitiva de la ecuacién inicial
en la forma:

2 (204 1)+ 55 In| 10245y 9| =2+C

10y —5xz+71n|10z4 5y +9|=Cy,
es decir, en la forma de una funcién implicita y de z.

§ 7. ECUACIONES LINEALES DE PRIMER ORDEN

Difinicién. La ecuacién que es lineal respecto a la funcién des-
conocida y su derivada, se llama ecuacién lineal de primer orden. La
ecuacién tiene la forma:

W4 P@y=0@, )

donde P () y Q (2) son funciones continuas dadas de z (o constantes).
Resolucién de la ecuacién lineal (1). Busquemos la solucion
de la ecuacion (1) en la forma de un producto de dos funciones de z:

y = u(2) v (). (2)

Se puede tomar arbitrariamente una de estas funciones, la otra
se determinard entonces segin la ecuacién (1).
Derivando los dos miembros de la igualdad (2) encontramos:

dy dv du
d—;-—-u &_Z + v dTI.‘.
Poniendo la expresién obtenida de la dervada % en la ecua-
cién (1), tememos:

dv | du
uc—&-i— d_zv+ Puv=Q

d du
14£+pﬂ+va=a 3)
Elijanios la funcién v de tal manera que

g+Pm=& )
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Separando las variables en esta ecuacién diferencial respecto a la
funcién v, encontramos:
d
D= —Pda.
v

Integrando, obtenemos:
—InCy+Inv=— | Pdx

— P dx

V= C,e S .

Puesto que es suficiente tener una solucién cualquiera, distinta
de cero, de la ecuacién (4), tomemos por la funcién v (z):

vr= e_spd", (9)

donde | Pdz es una funcién primitiva cualquiera. Es evidente que
v(z)# 0. Sustituyendo el valor encontrado de v(z) en la ecua-

cién (3), obtenemos (teniendo en cuenta gue %-}-Pvzo)

b (@) %= 0,
o sea,
du __ Q(a)
dr v(z)
de donde:
u=smdx+(f.
v (x)

Introduciendo esta expresién en la ecuacién (2) obtenemos en

definitiva:
y=1v(2) [gﬂfldzw].
v (2)
[4]
y=v(x)5ﬂ‘3’-dz+0u(x}. 6)
v (2)

Observacién: Es evidente que la expresién (6) no variaré, si,
en lugar de la funcién v (z) determinada por la ecuacién (5), tomamos

alguna otra funcién v, (z) = Cv (z). En efecto, sustituyendo en (6)
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v (z) por vy (z), obtenemos:

y_—,.Ev[.r} 5 :Qﬁdx-{—CEu(.r).
Cv(x)
En el primer término se elimina C, en el segundo término el

producto CC es una constante arbitraria la que designemos por C
y regresamos de nuevo a la expresion (6). Si designamos:

S % dr= P (z)
v(x)
la expresion (6) toma la forma

y =v(2) @ (2 + Cv (). (6")
Es evidente que (6’) es la integral general, puesto que se puede
elegir C de tal modo que se satisfaga la condicién inicial y = yo

para = = .
El valor de € se determina de la ecuacidn:

Yo = ¥ (%0) @ (zo) + CV (o).
Ejemplo. Hallar la solucién de la ecuacion

d 2
TR Y=EH

Solueién. Hagamos:
Y= uv.
Entonces:
dy dv | du

=g e ——

dz = dz ' dz
; .. a i
Introduciendo la expresion ?% en la ecuacidn inicial, tenemos:
dv | du
dx dx

u -2—2—3—}1- v)+v3—:=(z+1)3. 0

u v-—-;‘i%i—u:,‘:(:-}-i)s,

Para determinar v, obtenemos la ecuacidn:
dv 2
e
es decir,
iv_ _ 2ax
v  z-41'
de donde:
Inv=21In(z41),
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0 sea
v= [.'G-I— 1)2.

Introduciendo la expresién de la funcién v en la ecuacién (7) obtenemos
la ecuacién para determinar u,

d
@+ =(z+1)°

[
L~ (1),
de donde:
_an
2
Por consiguiente, la integral general de la ecuacion dada tendrd la forma:
y=M+C(z+1}ﬁ.

La familia obtenida es la solucién general. Cualquiera que sca la condi-
cién inicial (zq, yo), donde zo 5= —1, siempre se puede elegir € de tal manera
que la solucién particular correspondiente satisfaga la condicion inicial dada.
Por ejemplo, la solucién particular que satisface le condiciéon y, = 3 para
zp = 0 se encuentra del modo siguiente:

SCE LIPS

Por tanto, la solucidn partlcular buscada es:

D S e

Sin embargo, si se toma la condicién inicial (zq, yo) de modo tal que z, =
= — 1, entonces no serd posible encontrar una solucién particular que satis-
Iaga esta condicién. Esto se explica por el hecho de que la funcién P (z) =
=-—$_1 1 es discontinua en el punto z; = — 1 y, por tanto, no se cumplen
las condiciones del teorema de la existencia de la solucién.

§ 8. ECUACION DE BERNOULLI
Estudiemos una ecuacién de la forma*)

Y rP@y=0@y" (1)

donde P (z) y Q (z) son funciones continuas de z (o constantes),
vy, n= 0, n5= 1 (en el caso contrario resulta una ecuacién lineal),

*) Esta ecuacién se reduce del problema sobre el movimiento de un cuerpo,
si la resistencia F del medio depende de Ila wlocidad F =hyv-|- Aqum,

o z 5 dv A
La ccuacién del movimiento serd m— = — kg — A", 0 i _|__ S
m

yr
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Esta ecuacién, llamada de Bernoulli, se reduce a una ecuaci6én
lineal mediante la siguiente transformacion:
Dividiendo todos los términos de la ecuacion por y™, obtenemos:

=1 dy —nid___ oy
y " g Py = Q. (2)
Efectuemos ahora la sustitucién:
z = y— n+ !-
Entonces,
dz

_ —n @y
d—x—(*n—l-i)y Tt

Introduciendo esta expresién en la ecuacién (2), obtenemos una
ecuacién lineal:

j_z+(_n+1)Pz=(—n+ 1) Q.

Al encontrar su integral general, y sustituyendo z por su expre-
sibn y~"t!, obtenemos la integral general de la ecuaciéon de Ber-
noulli.

Ejemplo. Hallar la solucién de la ecuacion

d

-&—%+ zy=axys, @
Soluei6n. Dividiendo todos los términos por y3, tenemos:

vy bzy =23, “4)
Introduzcamos una nueva funcién:

2=y~
entonces,

dz 9 Y

LE = _oy-3

dz y z

Sustituyendo este valor en la ecuacidn (4}, ohtenemos la ecuacidn lineal:
dz
— — T — 3
iz 2z 223, (5)
Hallemos ahora su integral general:

dz dv du
f=wi =ttt

Sustituyendo las expresiones de z y -2:7 en la ecuacién (5), obtenemos:
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Tgualemos a cero la expresién entre paréntesis:

8V 22y =0 %=2¢dz;

dz
X2

Inv=2z% v=e",
Para determinar u obtengamos la ecuacidn:

Separemos las variables:

du=—2""23dz, u=—2{ e "*23dz4C.
Integrando por partes, encontramos:

umzte~ P 0 smup=23p14Ce ™,

Por consiguiente, la integral general de la ecuacién dada es:

V= -—-———’_'_.___ .
Vaarirce™
Observacién. Andlogamente a lo que hemos hecho en el caso

de las ecuaciones lineales se puede demostrar que es posible buscar

la soluci6én de la ecuacién de Bernoulli en la forma de producto de
dos funciones:

y1=z24+1+4+Ce=**, o sea:

y = u (x) v (),

donde v (z) es una funcidén arbitraria distinta de cero, que satisface
la ecuacién v’ 4+ Pv = 0.

§ 9. ECUACIONES EN DIFERENCIALES TOTALES
Definicién. La ecuacidn _
M (z, y) dz + N (z, y) dy = 0, (Y

se llama ecuacién en diferenciales totales, si M (z, y) y N (z, y) son
?mcionea continuas y derivables para las que se cumple la corre-
acién:

oM oN

— = 2
oy oz @
; oM 6N . : e
siendo — y —— continuas en un cierto dominio.

ay ox

Integracién de las ecuaciones en diferenciales totales. Demos-
tremos que si el primer miembro de la ecuaci6n (1) es una diferen
cial total, se cumple la condicién (2), y, viceversa, si se cumple la
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condieion (2), entonces el primer miembro de la ecuacion (1) es la
diferencial total de cierta funcion u (z, y), es decir, la ecuaciéon (1)
tiene la forma:

du(z, y) = 0 (3)

¥, por tanto, su integral general es u (x, y) = C.
Supongamos, primeramente, que el primer miembro de la ecua-
cion (1) sea diferencial total de cierta funciém u (z, y), es decir,

- Mg Wy
M (z, y)dz—+ N (=, y)dy—dr:__azd,z+aydy,

enfonces:
du ou
M= 5" N= Fh (4)

Derivando la primera relacidn respecto a y, y la segunda, respec-
to a x, lenemos:
oM &u N _ Fu
dy dxdy d dx oy oz

Suponiendo que las segundas derivadas son continuas, tenemos:

aM  oN

dy dz

es decir, la igualdad (2) es condicién necesaria para que el primer
miembro de la ecuacion (1) sea diferencial total de cierta funcién
u (r, y). Mostremos que esta condiciébn serd también suficiente,
es decir, si se cumple la igualdad (2), el primer miembro de la ecua-
cion (1) es diferencial total de cierta funciéon u (z, y).
De la relacién
du
e=M@ Y

hallamos que:
u= [ Mz pdz+q@),
k)

donde z, es la abscisa de un punto arbitrario en el dominio de exis-
tencia de la solucidn.

Integrando respecto a z, supongamos y constante. Por eso, la
constante arbitraria de integracién puede depender de y. Eligamos
la funcién ¢ (y) de tal modo que se cumpla la segunda de las corre-
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laciones (4). Para esto derivemos*) ambos miembros de la ultima
igualdad respecto a y e igualamos el resultado a N (z, y):

x

d aM 3
—”=§——-dz+cp M =N (z, y);
dy dy
M 6N 2o
Pero, como W—W, se puede escribir:

=

Sz—fdm+m’(y)=m es decir, N(z, Y[, + ¢ @) =N(z, p),

6

N(z, y) — N (z0, ¥) + ¢ (y) = N (z, ).
Por tanto,
s ¢ () =N (z0.y),

v
w(y)=vbN(xo. y)dy +C.
L]
Asi pues, la funcién u (z, y) tomara la forma:
x y
u= ) M(z, y)dz+ § N(z,, y)dy+C,.
xp Yo
Aqui, P (x5, yo) es un punto en cuya vecindad existe la solucién
de la ecuacion diferencial (1).

Igualando esta expresién a una constante arbitraria C, obtene-
mos la integral general de la ecuacién (1):

x ¥
§M(z, y)dz+ (N (z, y)dy=C. (5)
Xg Vo
Ejemplo. Sea la ecuacion
2__ 9,2
-i—;a‘: ER yf" dy=0.

x
*) La integral | M (z, y)dz depende de y. Para hallar la derivada de

xg
esta integral respecto a y, es preciso derivar respecto a y el integrando:

X x
a ant
‘Eﬁ; S M (z, y) a‘z=§ W dx.
xp xg

Ello se deduce del teorema de Leibniz sobre la derivacién de una integral
definida respecto a un parimetro, (Véase § 10, cap. XI, tomo I)
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rlguemos si esta  ecudcion esta dada e
Ave n dl[emﬂclales lotales
t l .

M =-—2:l= 3 N= ——ylz_-v:\h:2 H
ys [l yd '
cntonces,
oM _ 6z , aN 6z
i A

Para y =0 se cumple la condicion (2). Por tanto, el primer miembro
de la ecuacién dada es la diferencial total de cierta funcion descouoﬂi:]-a
u(x, y). Hallamos esta funcidn.

du  2r
Puesto que ¥ e B resulta:
2z x2
u={ B drtrow=Tr+o ).
donde @ () 3 una funcién de y, que es preciso determinar.
Derivando respecto a y esta relacién y tomando en cuenta que

ou o yr—3z2

[ laiaas
hallamos:

3x? i 2322

~ gt W) =2 et

Por consiguiente,
P W= P =t Ch ulm D=y~ tC,
u P Wyt
Asi, la integral general de la ecuacidn inicial es:

atod
Y

<4

§ 10. FACTOR INTEGRANTE

Suponemos que el primer miembro de la ecuacién
Mz, yydz + N (z, y)dy =0 1)

no es una diferencial total. Se logra a veces elegir una funcién
u (z, p) tal que, si multiplicamos todos los términos de la ecuacion
por esta funcién, el primer miembro se convierte en una diferencial
total. La solucién general de la ecuacién asi obtenida coincide con
la solucién general de la ecuacién inicial; la funcién p (z, y) se llama
factor integrante de la ecuacién (1).

Para hallar un factor integrante p procedemos del modo siguien-
te: multipliguemos los dos miembros de la ecuacién dada por el
factor integrante p, por ahora desconocido:

uM dz + pN dy = 0.
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Para que la dltima ecuacién esté dada en diferenciales totales
es necesario y suficiente que se cumpla la relacién

o (M) _ o ()
ay ar
es decir,
OM |y ON o\ ou
ay dy a. ox
0 sea

M_‘?ﬂ _Nili:ﬂ(ﬂ_ﬂ)_
ay dx dx ay

Al dividir por p los dos miembros de la Gltima ecuacién, ohtenemos:

alnp N dlnp _oN oM
dy dx ax é‘y'

Es evidente que toda funcion p (2, y) que satisface la dltima
ecuacion es un factor integrante de la ecuacion (1).

La ecuacién (2) es una ecuacién en derivadas parciales con una
funcién desconocida p, dependiente de dos variables x e y. Se puede
demostrar que en ciertas condiciones la ecuacidon posee una infinidad
de soluciones y, por tanto, la ecuacién (1) tiene el factor integrante.
Pero en el caso general el problema de la busqueda de p (z, y) de
la ecuacidén (2) es mas dificil que el de integrar la ecuacion (1). Sélo
en algunos casos particulares se logra determinar la funcién p (z, y).

Supongamos, por ejemplo, que la ecuacién (1) admita un factor
integrante que depende sélo de y. Entonces,

adlnp
T
y para hallar p obtenemos una ecuacién diferencial ordinaria:
oN M

dlnp gz dy

oy M
de la que se determina (por medio de una cuadratura) Inp y, por
tanto, el propio p. Es evidente, que de esta manera se puede pro-
aN oM

ceder sblo cuando la expresion e Vi % no depende de z.

M (2)

0

v

3-~5386
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aN oM

= __ay

Anélogamente, si la expresién no depende de y,

N
sino exclusivamente de z, es ficil hallar el factor integrante que
depende solamente de z.

Ejemplo. Hallar la solucién de la ecuacidén
(y+zy?)dz—x dy=0.
Seolucién. Aqui: M =y 2y N= —z;

oM aN . oM, N
ay =14ty gt ay 7 dx

Por consiguiente, el primer miembro de la ecuacion no es diferencial
total. Examinemos si esta ecuacién admite un factor integrante que depende
s6lo de y. Notemos gue

aN oM
dx gy _ —1—1—2xy 2
M Tyt

concluimos que la ecuacién lo admite. Encontremos ahora este factor
integrante:

de donde:
Inp=—21lny, es decir p=—;l§ s

Después de multiplicar todos los términos de la ecuacién dada por el
factor integrante determinado p obtenemos la ecuacién (%-i-a:) dx—:-edy=0

: : N 2
en diferenciaies totales (a_—M—=—-~= —-1—) . Resolviéndola, encontréamos
day dx y2

su integral general:
x z2
e ok e

2z
Ve a3

§ 11. ENVOLVENTE DE UNA FAMILIA DE CURVAS
Sea dada una ecuacién de la forma
D (z, y, C) =0, 1)

donde z e y son las coordenadas variables de Descartes y C, un
pardmetro que pueda tomar diferentes valores fijados.
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Para cada valor dado del parametro C la ecuacién (1) determina
cierta curva en el plano Ozy. Dando a C todos los valores posibles
obtenemos una familia de curvas que dependen de un solo pari-
metro, o, como suele decirse, una familia de curvas monoparamétrica.
Asi, la ecuacidn (1) es la ecuacién de una familia de curvas mono-
paramétrica (puesto que contiene una sola constante arbitraria).

Definicién. La linea L se llama envolvente de una familia de curvas
monoparamétrica, si en cada uno de sus puntos toca una u otra

y

7] "X
Fig, 250
curva de la familia, y también, diferentes curvas de la familia
dada tocan la linea L en distintos puntos (fig. 250).
Ejemplo 1. Examinemos la familia de curvas
(z—C€)*4-y?=R3,

donde R es una constante, y €, un parimetro.

Es la ecuacién de una familia de circunferencias de radio A .y centros en
el eje Oz. Es evidente que esta familia admite como envolventes las rectas
v=R, y= —R (fig. 251).

y

JVAVAYA YL

Fig. 251

Bisqueda de la ecuacibén de la envolvente de una familia dada.
Sea la familia de curvas

®(z, y, ©) =0, €0
que dependen de un pardmetro C.
3"
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Supongamos que esta familia tenga una envolvente cuya ecuacién
se puede escribir en la forma y = ¢ (z), donde @ () es una funcion
continua y derivable de z. Examinemos un punto M (z, y) que se
halla en la envolvente. Este punto pertenece, también, a cierta
curva de la familia (1). A esta curva corresponde un valor deter-
minado del pardmetro C, este valor para dadas (z, y) se define
de la ecuacién (1) C = C (z, y). Por tanto, para todos los puntos
de la envolvente se verifica la igualdad

Dy, C(z, y) =0. @)

Supongamos que C (z, y) sea funcién derivable, no constante
en ningin intervalo de los valores estudiados de x, y. Partiendo de
la ecuacién (2) de la envolvente, encontremos el coeficiente angular
de la tangente a la envolvente en el punto M (z, y). Derivemos la
ecuacién (2) respecto a z, considerando y como funcién de z:

D, 4 Oy + D [?ﬁ . y'] =B, @)
ox ay

Luego, el coeficiente angular de la tangente a la curva de la
familia (1) en el punto M (z, y) se deduce de la ecuacién:

@, 4+ Oy =0 | (%

(en la curva dada C es constante).

Supongamos que @; 5= 0; en caso contrario consideremos x
como la funcién e y, como el argumento. Puesto que el coeficiente
angular % de la envolvente es igual al de la curva de la familia,
de las ecuaciones (3) y (4) se deduce:

oC ac
t‘D'[—-— -—']._-ﬂ .
¢ 6z+ ayy

Pero como C (z, y) # const en la envolvente, entonces:
ac ac
L =40,
iz + dy ¥

por lo que para sus puntos es vélida la igualdad:
@ (2, y, €) =0, ()



Envolvente de una familia de curvas 37

Asi, para determinar la envolvente sirven las dos ecuaciones
siguientes:

®(z, y, €)=0, }
% (z, y, €)=D0. (6)

Si, eliminando C de estas ecuaciones, obtenemos y = ¢ (z), donde
@ (z) es una funcién derivable, siendo C - const en esta curva,
entonces y = @ (z) es la ecuacién de la envolvente,

Observacién 1. Si una funciébn y = @ (z) es la ecuacién
del lugar geométrico de puntos singulares de la familia (1), es decir,
de los puntos donde ®; = 0 y @, = 0, entonces las coordenadas
de estos puntos también satisfacen las ecuaciones (6).

En efecto, las coordenadas de los puntos singulares se pueden
expresar en funcién del pardmetro C que entra en la ecuaciéon (1):

z=A(C), y=pO (7)

Poniendo estas expresiones en la ecuacién (1), obtenemos una
identidad respecto a C:

@A (C), n(C), Cl=0.

Derivando esta identidad respecto a €, obtenemos:
. dh . dp s
O — 4 Oy == 4 D =0;
ac TPt

puesto que para los puntos cualesquiera se cumplen las 1gua1dades

$x = 0, @, = 0, para estos puntos se cumple, también, la ecuacién
g .=

De es!.a manera hemos demostrado que las coordenadas de los

puntos singulares satisfacen las ecuaciones (6).

Asi, las ecuaciones (6) definen la envolvente, o bien el lugar
geométrico de los puntos singulares de la familia (1), o bien la com-
binacién de ambas cosas. Por consiguiente, al obtener una curva
que satisface las ecuaciones (6), hace falta realizar un estudio con
el objeto de determinar, si esta curva es envolvente o lugar geomé-
trico de los puntos singulares.

Ejemplo 2. Hallar la envolvente de la familia de circunferencias
(¢ — €)* 4+ y* — R* = 0,
que dependen de un solo pardmetro C.
Solucién. Derivando la ecuacion de la familia respecto a €, tenemos:
2(z—C)y=0.
Eliminando ¢ de estas dos ecuaciones, obtenemos la ecuacidn:
y?*—R*=06y= + R.
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De consideraciones geométricas resulta que el par de rectas obtenido es
la envolvente (y no lugar geométrico de los puntos singulares, puesto que las
circunferencias que integran la familia no tienen puntog singulares).

Ejemplo 3. Hallar la envolvente de la familia de las rectas:
zcosa -+ ysena — p =0 (a)
donde, @ es un parametro.
Solucién. Derivando respecto a a la ecuacién dada de la [amilia, tenemos:
—zseno - ycoso = 0. (b)

Para eliminar el parimetro @ de las ecuaciones (a) y (b), multipliquemos
los términos de la primera ccuacién por cosa y los términos de la segunda,

\T&‘

#
a

Fig. 252

por sen . Luego restamos la segunda ecuacién de la primera. En esle caso
obtenemos:

I = p cos .
Sustituyendo esta expresién en la ecuacién (b), hallamos:
= psenda,

Elevando al cuadrado los miembros de las dos ltimas ecuaciones y suman-
dolas miembro a miembro obtenemos:

224 yi= p.

Es la ecuacién de una circunferencia que sirve de envolvente de la fami-
lia de rectas (y no lugar geométrico de los puntos singulares, puesto que las
rectas no tienen estos puntos) (fig. 252).

Ejemplo 4. Hallar la envolvente de las trayectorias de los proyectiles lan-
zados, por una pieza de artilleria, con velocidad v, bajo diferentes dngulos de
inclinacién del cafién respecto al horizonte. Supongamos que los proyectiles
son lanzados desde el origen de coordenadas y que sus trayectorias se hallan
en el plano Ozy (despreciando la resistencia del aire).

Solucién, Hallemos al principio la ecuacién de la trayectoria de un pro-
vectil lanzado bajo el dngulo @ en la direccién positiva del eje Oz. Durante su
vuele el proyecti]l participa simultineamente en dos movimientos: un movi-
miento uniforme en la direccién del lanzamiento, con velocidad ve; y otro
movimiento de caida por accién de la fuerza de gravedad.
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De consideraciones geométricas resulta que el par de rectas obtenido es
la envolvente (y no lugar geométrico de los puntos singulares, puesto que las
circunierencias que integran la familia no tienen puntos singulares).

Ejemplo 3. Hallar la envolvente de la familia de las rectas:
zcost+{ ysena — p = 0 (a)
donde, = es un parimetro.
Solucion. Derivando respecto a e la ecuacian dada de la familia, tenemos:
—xsenc - ycosa = G, (bj

Para eliminar el parimetro « de las ecuaciones (a) y (b), multipliquemos
los términos de la primera ecuacion por cos o y los términos de la segunda,

Fig. 252

por sen«. Luego restamos la segunda ecuacién de la primera. En este caso
obtenemos:

x = p cOS Q.
Sustituyendo esta expresién en la ecuacién (b), hallamos:
¥ = p send.

Elevando al cuadrado los miembros de las dos nltimas ecuaciones y sumdin-
dolas miembro a miembro obtenemos:

ztfy?=p=

Es la ecuacion de una circunferencia que sirve de envolvente de la fami-
lia de vectas (y no lugar geométrico de los puntos singulares, puesto que las
rectas no tienen estos puntos) (fig. 252).

Ejemplo 4. Hallar la envolvente de las trayectorias de los proyectiles lan-
zados, por una pieza de artilleria, con velocidad v, bajo diferentes angulos de
inclinacién del cafi6n respecto al horizonte. Supongamos que los proyectiles
son lanzados desde el origen de coordenadas y que sus trayectorias se hallan
en el plano Ozy (despreciando la resistencia del aire).

Solucién. Hallemos al principio la ecuacion de la trayectoria de un pro-
vectil lanzado bajo el dngulo @ en la direccién positiva del eje Oz. Durante su
vuelo el proyectil participa simulténeamente en dos movimientos: un movi-
miento uniforme en la direccién del lanzamiento, con velocidad wve; v otro
movimiento de caida por accién de la fuerza de gravedad.
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Por eso, a cada instante ¢, la posicién del proyectil M (fig. 253) estd defi-
nida por las ecuaciones:
x =gl COS &,
2
y =upt sen u—i A
2
Estas son las ecuaciones paramétricas de la trayectoria (el parimetro es el
tiempo ).,

2
Y
X
) W3
a
Ol«—1;tcosa— £
Fig. 253

Eliminando ¢, obtenemos la ecuacién de la trayectoria en la siguiente
forma:
— N
Caned b 2vfcosta’

e introduciendo las designaciones: tga=F, -2%3-=c. obtenemos:

y=kxr —az? (14 k), (8)

Esta ecuaciéon define una paribola con el eje vertical, que pasa por el
origen de coordenadas y las ramas dirigidas hacia abajo. Para distintos valo-
res de k obtenemos trayectorias diferentes. La ecuacién (8), por consiguiente,

0
Fig. 254

es la ecuacién de una familia monoparamétrica de pardbolas que son las tra-
yect?riu del proyectil a diferentes angulos ¢, con una velocidad inicial dada
vo (fig. 254). )
° "Hallemos la envolvente de esta familia de parabolas.

Derivando respecto a k ambos miembros de la ecuacién (8), tenemos:

x—2akz2=0, (9)
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Eliminando k de las ccuaciones (8) y (9), obtenemos:
1

Yy =———aa2,

4a

Es la ecuacién de una paribola con el vértice en el punto ([J, ‘%) , cuyo
1
eje coincide con el Oy. Esta ecuacién no es un lugar geométrico de los puntos

y

(/]
Lugar geométrico de los puntos singulares X

Fig. 255

singulares (puesto que las pardbolas (8) no tiene puntos singulares). Asi, la
parabola

y=———ax?

4a

es envolvente para la familia de trayectorias. Se llama pardbola de seguridad,
puesto que ningun punto situado fuera de sus limites puede ser alcanzado
por un proyectil lanzado de este cafién dado con la velocidad inicial vg.

Ejemplo 5. Hallar la envolvente de la familia de paribolas semicibicas
yi—(z—0)2=0,

Solucién. Derivemos la ecuacién dada de la familia respecto al pard-
metro (:

2(z—C)=0.
Eliminando el parimetro ¢ de ambas ecuaciones, obtenemos:
y=0.

El eje Oz es un lugar geométrico de los puntos singulares: los de retro-
sesohde primera especie (fig. 255). En efecto, hallemos los puntos singulares
e curva

P —(z—0r=0,
fijando el valor de €. Derivando respecto a z e y, hallamos:

Fr=—2(2—C)=0;
Fy=38y% = 0.

Resolviendo simultineamente las tres ecuaciones anteriores, hallamos las
coordenadas de un punto singular: z = C, y = 0. Por tanto, cada curva de
la familia dada tiene un punto singular en ef eje Oz. Si el pardmetro C varia
continuamente, los puntos singulares llenan todo el eje Oz.
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Ejemplo 6. Hallar la envolvente y el lugar geométrico de los puntos sin-
gulares de la familia:

W—0P—2 z—cp=0. (10)

Soluecién. Derivando respecto a C ambos miembros de la ecuacién (10),
encontramos:

-2 (y—C)—i—%S(z-—C)l:o

y—C—(z—CPR=0. (11y

Eliminemos ahora el parimetro C de las ecuaciones (10) y (11). Poniendo
la expresién
y—C=(x—C)2

en la ecuacidn (10), obtenemos:

(z—Cf =2 (z—C)2=0,

(@—0p[z—0)—3 | =0,

de donde obtenemos dos valores posibles de € a los que corresponden dos
soluciones del problema.

Primera solucidn: Segunda solucién:

C=uz; 022—%:
por eso, de la ecuacion (11) pof eso, de la ecuacién (11)
encontramos: encontramos:

272
y—z—(z—2)2=0 y—st+3—[z—2+5]"=0
6 6
=x —-z_i
y“_ y_ 9 -

Hemos obtenido dos rectas: y=x e y=x—-§'—. La primera de ellas es

el lugar geométrico de los puntos singulares, la segunda es envolvente
(fig. 256).

Obsgervacién 2. Hemos demostrado en el § 7, cap. VI, que las
normales a una curva son las tangentes a la evoluta de esta curva.
Por consiguiente, la familia de las normales a una curva dada es
al mismo tiempo la familia de las tangentes a su evoluta. Asf, la
evoluta de una curva es la envolvente de la familia de las
normales a esta curva (fig. 257).
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——

2 de /g qurva

X3
2

Fig. 256 ' lig. 257

La observacién dada permite utilizar un métoco mas para hallar
la evoluta: para obtener la ecuacion de la evolut:: es preciso hallar
al principio la familia de todas las normales a la curva dada y des-
pués encontrar la envolvente de esta familia,

§ 12, SOLUCIONES SINGULARES
DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES
DE PRIMER ORDEN

Supongamos que la ecuacién diferencial

Pz 0. ) =0 (1
tenga la integral general

D (z, y, C)=0. (2)

Supongamos también que la familia de las curvas integrales,
correspondiente a la ecuacién (2), tiene una envolvente. Demostre-
mos que esta envolvente es también una curva integral de la ecuacién
diferencial (1).1

En efecto, la envolvente toca en cada uno de sus puntos a cierta
curva de la familia, es decir, la envolvente tiene en este punto una
tangente comin con la curva. Por consiguiente, en cada punto
comiin la envolvente y la curva de la familia tienen valores iguales
de las magnitudes z, y, ¥'.

Pero, para la curva de la familia las magnitudes z, y, y’ satis-
facen la ecuacién (1). Por tanto, la abscisa, la ordenada y el coefi-
ciente angular de cada punto de la envolvente satisfacen también
la misma ecuacién lo que significa que la envolvente es una curva
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integral y que su ecuacion es una solucién de la ecnaciéon diferencial
dada. Pero, como la envolvente no es en general ura curva de la
familia, su ecuacién no se puede deducir de la integral general (2),
cualquiera que sea el valor particular de C. La solucién de la ecua-
cion diferencial que no se obtiene de la integral general cualquiera
que sea el valor de €, y que tiene como gréfica la envolvente de la
familia de curvas integrales que entran en la solucién general, se
llama solucién singular de la ecuacién diferencial.

Suponemos conocida la integral general

D (z, y, C)=0;
eliminando € de esta ecuacién y de la ecuacién @ (z, y, €)=0
obtenemos la ecuacién 1 (z, y) = 0. Si esta funcién satisface la
ecuacién diferencial (y no pertenece a la familia (2)), entonces es
la integral singular.

Notemos que por todo punto de la curva que represente la solu-
cién singular pasan por lo menos dos curvas integrales, es decir,
la unicidad de la solucion se perturba en cada punto de una
solucion singular.

Ejemplo. Hallar la solucion singular de la ecuacion

w2 (1+y't)=R2 (*)
Solucién. Hallemos su integral general. Resolvamos la ecuacién
respecto a y':
e, VIR
de — y
Separando las variables, obtenemos:
y dy
—_—e e —ir
-+ V Rﬂ_.yz
De aqui, integrando, encontramos la integral general:
(¢ —C)2+yr=R2

Es facil ver que la familia de curvas integrales es la de circunferencias de
radio /1, con centros en el eje de las abscisas. La envolvente de esta familia
de curvas estd dada por las dos rectas y = + R.

Las funciones y = - K satisfacen la ecuacién diferencial (*), de donde
ge deduce que es la integral singular.

§ 13; ECUACION DE CLAIRAUT

Examinemos la ecuacion

W dy 1

llamada de Clairaut.
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Esta se integra introduciende un parimetro auxiliar. Hagamos

%mp, entonces la ecuacién (1) toma la forma:

y=zp + ¢ (p) (1)
Derivemos todos los términos de la altima ecuacién respecto
. d .
a z, teniendo en cuenta que p_—_gg- es upa funcién de z:

d N
p=xd~£+p+¢(md—f

e +4 (ML =0.

Igualando a cero cada factor, obtenemos:

dp _
o, 2
Yy
2+ () = 0. ®)

1) La integracion de la igualdad (2) da p = € (C = const.).
Poniendo este valor de p en la ecuacién (1”) encontramos su integral

general:

y = 2C + ¥ (C), (%)
que, desde el punto de vista geométrico, representa una familia
de rectas.

2) De la ecuacién (3) encontremos p como funcién de z, y pon-
gédmoslo en la ecuacién (1), entonces obtenemos la funcién:

y = zp (2) + ¢ [p (@], (1"
la cual es una solucion de la ecuacién (1), lo que es muy facil demos-
trar.

En efecto, en virtud de la igualdad (3) tenemos:

d ;
d—i~=p+[x+¢ (p)]g":p-

Por eso, introduciendo la funcién (1”) en la ecuacién (1), obtene-

mos la identidad:
zp + ¥ (p) = zp + ¥ ().

La solucién (1") no se puede obtener a partir de la integral gene-
ral (4), cualquiera que sea ¢l valor de C. Es una solucién singular
¥ se obtiene eliminando el pardmetro p de las ecuaciones

y=2ap + $(p), }
z=1y(p) =0,
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o, lo que es igual, eliminando C de las ecuaciones
y=z2C + ¢ (C),
z 4 ¢c (€)=0.

Por consiguiente, la solucién singular de la ecuacién de Clairaut
determina una envolvente de la familia de rectas, dadas por la
integral general (4).

y

Ejemplo: Hallar las integrales general y
singular de la ecuacién

a3l

_ 8y, dx
y“‘"dz“‘_’/“T—g'
t+ ()

i ¥ d,
Solucién. Sustituyendo —d—g- por C obtene-
mos la integral general:

Pt

Vi1FC2

Para obtener la solucién singular derivamos la iiltima ecuacién
respecto a C:

a
T+ ——s—=al.
Taroyn
La solucién singular (ecuacién de la envolvente) se obtiene en la forma
paramétrica (donde € es el parimetro):
. [
RERCN O
- a3
(t4cn¥

Eliminando el parimetro € podemos obtener la dependencia directa entre
z e y. Elevando ambos miembros de cada ecuacién a la potenica ) , ¥ sumando
miembro a miembro las ecuaciones obtenidas, hallamos la solucién singular
en la forma siguiente:
z’f|+y’fs==a’fl_
Es una astroide. Sin embargo, como envolvente de la familia de rectas
(y, por tanto, como solucién singular) se presenta no toda la astroide, sino

solo su mitad izquierda (puesto que de las ecuaciones paramétricas de la envol-
vente se deduce que z < 0) (fig. 258).
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§ 14. ECUACION DE LAGRANGE
La ecnacién de la forma
y =29 ') + % @) 1)
donde @ y ¥ son funciones conocidas de g—f_;, se llama ecuacidn de

Lagrange. Esta ecuacién es lineal respecto a y y . La ecuacién de
Clairaut, examinada en el pdrrafo anterior, es un caso particular
de la ecuacién de Lagrange, cuando ¢ (¥') = y’. Lo mismo que en
el caso de la ecuacién de Clairaut, la ecuacion de Lagrange se integra
introduciendo un pardmetro auxiliar p.

Hagamos: .
¥y =p;
entonces, la ecuacion original toma la forma:
¥y = z9 (p) + ¥ (p)- 17

Derivando respecto a z, obtenemos:

p=o(p) + [z9"(p) + ¢'(p)]§£,

(=11

p—o(p)=lz¢ () + ¥ ()] 2. )

De esta ecuacion se puede deducir inmediatamente ciertas solu-
ciones, a saber: la ecuacibn se transforma en una identidad para
todo valor constante p = po, que satisfaga la condici6én:

po — @ (po) = 0.
En efecto, siendo p constante, la derivada %EO y ambos
miembros de la ecuacién (1”) se anulan. La solucién que corres-

ponde a cada valor de p= p,, es decir, %::po, es una funcién

lineal de z (puesto que la derivada % es constante s6lo para las

funciones Iineales]. Para hallar esta funcion es suficiente susti-
tuir en la ecuacién (1) el valor p= py:

¥ =29(Po) + ¥ (po)-
Si esta solucion no se deduce de la solucion general, cualquiera
que sea el valor de la constante arbitraria, serd, por tanto, una solu-
cién singular. '
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Encontremos, ahora, la solucién general. Para esto escribamos
la ecuacién (1") en la forma:
e @) _ _¥(p)
dp p—a(p) p—(p

considerando x como funcién de p. La ecuacién obtenida es entonces
una ecuacion diferencial lineal respecto a la funciéon z de p.
Resolviéndola, encontramos:

z=o(p C). (2)

Eliminando el pardmetro p de'las ecuaciones (1°) y (2), obtenemos
la integral general de la ecuacion (1) en la siguiente forma:

@ (z, y, C) = 0.
Ejemplo. Sea la ecuacion
y=zy'*t ¥y (I
Haciendo y' = p, tenemos:
y = zp® 4 pi (1)
Derivando respecto a z, obtenemos:
p=ptt(2zp+2p) 22 1)

Hallemos las soluciones singulares. Puesto que 'p = p?, cuando p, = 0
¥ Py =}1, en calidad de soluciones se presentan las funciones lineales [véa-
se (IN]:

y = z.0% - 0%, es decir, y = 0,

y=z+ 1.

Después de encontrar la integral general, veamos, si estas funciones son
las soluciones particulares o singulares. Para hallar la integral general escri-
bamos la ecuacién (I”) en la forma:

dx 2p 2

dp  p—pE d1—p
considerando z como funciéon de la variable independiente p. Integrando la
ecuacion lineal (respecto a z) hallamos.

" e

2
+?EE'_1)-2' (In

Eliminando p de las ecuaciones (I') y (II), obtenemos la integral general:

y=(C+VzF)2
La integral singular de la ecuacién original sera:
y=0,
puesto que esta solucién no se deduce de la solucion general cualquiera que
sea el valor de C
Sin embargo, la funcién y = -+ 1 no es una solucién singular, sino
particular, y se deduce de la soluciéon gemeral, poniendo € = 0.

r=—1
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§ 15. TRAYECTORIAS ORTOGONALES E ISOGONALES

Sea una familia de curvas monoparamétrica
®(z, y, €)= 0. (1

Las lineas que cortan todas las curvas de la familia dada (1)
bajo un angulo constante se llaman trayectorias isogonales. Si este
angulo es recto, las trayectorias se llaman ortogonales.

Trayectorias ortogonales. Hallemos la ecuacién de las trayecto-
rias ortogonales. Escribamos la ecuacién diferencial de la familia
dada de curvas, eliminando C de las ecuaciones:

®(zx,y, €) =0

W o dy_
ar dy dr

0.

dyy ;
SeaF(:c, Us E)—O (1}
una ecuacién diferencial.

Aqui, % es un coeficiente angular de la tangente a una curva
de la familia en el punto M (z, y). Puesto que la trayectoria orto-
gonal, que pasa por el punto M (z, y), es perpendicular a la curva

dyr

correspondiente de la familia, entonces el coeficiente angular T

d .
de la tangente a esta curva estd ligado con 7&% por la correlaciéon
(fig. 259)

dy_ 1 -
& i
dx

Introduciendo esta expresién en la ecuacién (1) y omitiendo el
fndice T, obtenemos una relacién entre las coordenadas de un punto
arbitrario (z, y) y el coeficiente angular de la trayectoria ortogonal
en este punto, es decir, la ecuacién diferencial de las trayectorias
ortogonales:

1

Flz, v, — & =0. 3

dz
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La integral general de esta ecuaci6n
Qi (z, y, C) =0

da la familia de trayectorias ortogonales.

Las trayectorias ortogonales se encuentran, por ejemplo, cuando
estudiamos una corriente plana de un liquido.

Supongamos que la corriente de un liquido en un plano sea tal
que en cada punto del plano Ozy esté determinado el vector
v (z, y) de la velocidad del movimiento. Si este vector depende

y
m

x

6y v

M

=
sy

Fig. 259 Fig. 260

s6lo de la posicién del punto en el plano y no depende del tiempo,
entonces este movimiento se llama estacionario, o establecido.
Examinemos, precisamente, un movimiento semejante. Admitamos,
ademds, que existe un potencial de velocidades, es decir, una fun-
cién u (z, y) tal que las proyecciones del vector v (z, y) sobre los
ejes de coordenadas v, (z, y) yv, (z, ), sean sus derivadas parcia-
les respecto a z e y:

du ou
3y = Vet = Vye (4)

Las curvas de la familia
u(z, y)=C (5)

se llaman equipotenciales (es decir, lineas de igual potencial).

Las curvas cuyas tangentes en cada punto coinciden en direccidén
con el vector v é:r, y), se llaman lineas de corriente y representan
las trayectorias de los puntos méviles.

Demostremos que las lineas de corriente son trayectorias ortogo-
nales de la familia de lineas equipotenciales (fig. 260).

4—538
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Sea ¢ el angulo formado por el vector de velocidad # con el eje
Oz. En virtud de la correlacién. (4) tenemos:

BV le|cs: M—_-]ﬂsemp;
iz dy

de aqui hallamos el coeficiente angular de la tangente a la linea
de corriente
du (, y)
_ %y
C dul(z, y)
dx
Derivando la relacién (5) respecto a z, obtenemos el coeficiente
angular de la tangente a la line: equipotencial:
du , dudy
iz T By da

tg o (6)

==
de donde:

(7)

RIS
u
I
SEE

Yy

Por consiguiente, el coeficiente angular de la tangente a la linea
equipotencial es inverso, en magnitud y signo, al coeficiente angular
de la tangente a la linea de corriente, de donde se deduce que las
lineas equipotenciales y las de corriente son mutuamente ortogo-
nales.

Si se trata de un campo eléctrico o magnético, las trayectorias
ortogonales de la familia de lineas equipotenciales son las lineas de
foerza del campo correspondiente,

Ejemplo 1. Hallar las trayectorias ortogonales de la familia de pardbolas

y = Cxl,
Solucién. Escribamos la ecuacién diferencial de la familia:
y' = 2Cz.
Eliminando €, obtenemos;
vy’ _2
vz

Sustituyendo p’ por—nl—},—‘ obtepemos la ecuacién diferencial de la

familia de trayectorias ortogonales:
1

144

8|0
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0 sea

z dx
dy=— ;
yay 3

Su integral general es:
2 2
.%4.-""?:(;3.

Por consiguiente, las trayectorias ortogonales de la familia daga de pard-
bolas forma una familia de elipses con semiejes a = 2C, y b'= C /2 (fig. 261).

Fig. 261

Trayectorias isogonales. Supongamos que las trayectorias corten
las curvas de una familia dada bajo el 4ngulo @, siendo tg a = k.

El coeficiente angular j—i—:tgq) (fig. 262) de la tangente a la
curva de la familia, y el coeficiente angular %:tgl{) de la

tangente a la trayectoria jsogonal estdn ligados mediante la correlacién:

_ gy —tga

t =1 - '
go=tg(p —a) - mate
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es decir,
Yr
dy dz
P @
ek W
dx

Introduciendo esta expresién en la ecuacién (1) y quitando el
fndice T, obtenemos la ecuacién diferencial de las trayectorias

isogonales.
y
/X
(4 v
ol” VX

Fig. 262

Ejemplo 2. Hallar las trayectorias isogonales de la familia de rectas:
y = Cz, (8)
que cortan las lineas de la familia dada bajo el dngulo , siendo tga = k.

Soluci6n. Escribamos la ecuacién diferencial de la familia de rectas.
Derivando la ecuacion (B8) respecto a z, hallemos:

gy _
= =C-
Por otra parte, de la misma ecuacién se deduce:
c=L.
x
Por consiguiente, la ecuacién diferencial de la familia dada tiene la
{forma:
gy v
dr =z’

Utilizando la relacién (27) obtememos la ecuacién diferencial de las
trayectorias isogonales:

dyr
a—_,_k
dr __y"_
dy P
k9T
e

De donde, guitando el fndice T, encontramos:
k4L
a_

dz —xY
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Integrando esta ecuacién homogénea obtenemos la integral general:

In V#AFgi =—§* artg L 4 nc, (9

que determina la familia de las trayectorias isogonales. Para aclarar
cudles son las curvas de esta familia, pasemos a coordenadas polares:

T=twe VaAti=p

Fig, 263
Introduciendo estas expresiones en la igualdad (9), obtenemos:

lnp=%q}+lnc

=|a

p=~Ce

Por consiguiente, la familia de las trayectorias isogonales esté compuesta
por espirales logaritmicas (fig. 263).

§ 16. ECUACIONES DIFERENCIALES
DE ORDENES SUPERIORES (GENERALIDADES)

Como hemos indicado més arriba (véase § 2), se puede escribir
simbélicamente una ecuacién diferencial de n-ésimo orden en la forma:

F@ o ¥ u's e ") =0, (1)
o, si se puede resolverla respecto a la n-ésima derivada,

W=ty v, ¥, - Y. 1)
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En el capitulo presente estudiamos s6lo las ecuaciones de ordenes
superiores, que se resuelven respecto a la derivada del orden mis
alto. Para estas ecuaciones tiene lugar el teorema de existencia
y unicidad de la solucién, analogo al teorema correspondiente sobre
la solucién de las ecuaciones de primer orden.

Teorema. Si en la ecuacitn

y‘“]:j‘{l, v, y', e y(rl—i:')
la funcién f(z, ¥, ¥', ... y"=Y) y sus derivadas parciales respecto
a los argumentosy, y', . . ., y™—1) son continuas en un cierto dominio
que contiene los valores z = x4, Yy =Yoo, ¥ = Ygr -+ ., Y1 =

y
= yn=1, existe solamente la solucién tinica y = y (z) de la ecuacién
que satisface las condiciones:

yx=':rg oo yﬂl
Yo = Yor @)
Wb =y

Estas condiciones se llaman iniciales. En la presente obra no se
demuestra este teorema.

Si analizamos una ecuacién de segundo orden y" = f (z, ¥, ¥'),
las condiciones iniciales de la solucion para z = x; serin:

Y= "Yo, ¥ =y,

donde z;, ¥, y, son numeros dados. El significado geométrico
de estas condiciones es el siguiente: por el punto dado de un plano
(zo, yo) pasa una sola curva cuya tangente del Angulo de
inclinacién de la linea tangente es y,. De aqui se deduce, ademds,
que si damos diferentes valores a y;, conservando constantes z; e yo,
obtenemos una infinidad de curvas integrales con diferentes dngulos
de inclinacién que pasan por el punto dado.

Introduzcamos, ahora, la noci6bn de solucién general de una
ecuacién de n-ésimo orden.

Definicién. Se llama solucién general de una ecuacién diferencial
de n-ésimo orden una funcién

y=9 (xr Ch sz ey Cn)|

que depende de n constantes arbitrarias Cy, Cy, ..., C, de tal
modo que:
a) satisfaga la ecuacidén cualesquiera que sean los valores de las

constantes Cy, C;, “an c",
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b) para las condiciones iniciales dadas:

Yx=x, = Yo» .

Yx=xo = Yo»
(n—1) (n—1)

y:nﬂu'n e ynn

se puede elegir las constantes Cy, C;..., C, asi que la funcién y =
=@ (z, Cy, Cy, ..., C,) satisfaga estas condiciones (suponiendo
que los valores iniciales p, yo, Y5 . .., Y"1 pertenezcan al
dominio de existencia de la solucién).

Una correlacién de la forma @ (z, y, Cy, Cp, ..., Cp) =0,
que define la solucién general de manera implicita se llama integral
general de la ecuacion diferencial.

Toda funcién que se obtiene de la solucién general para valores
concretos de las constantes Cy, Cj, ..., C,, se llama solucién
particular, La grafica de una solucién particular se llama curva
integral de la ecuacién diferencial dada.

Resolver (integrar) una ecuacién diferencial de n-ésimo orden
significa:

1) hallar su solucién general (si no se han dado las condiciones
iniciales), o:

2) hallar tal solucién particular de la ecuacién que satisfaga
las condiciones iniciales dadas (si éstas existen).

En los pérrafos siguientes veremos los métodos de resolver
distintas ecuaciones de n-ésimo orden.

§ 17. ECUACION DE LA FORMA ™ =7 (x)
La ecuacién de la forma
¥ =/ (), (1)

es la mas simple de n-ésimo orden.

Hallemos su integral general,

Integrando ambos miembros de la ecuacién respecto a z, y toman-
do en consideracién que y™ = (y»—1)", obtenemos:

V¥ '={f@dz+cC,

donde z, es un valor arbitrario de z, y €y es una constante de inte-
8
gracién.
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Integrando una vez més tenemos:
¥ ? =1 (§ f(@) dz)dz + C\ (z — ) + Ca.

Procediendo de esta mansra, cbtendremos por fin, después de »
integraciones, la expresién de la integral general:

x x =
y=5,,_5f(z)¢r dx+CML+~
) (n — 1)!
yE==W o

(n— 2)1

Para hallar la solucién particular que satisfaga las condiciones
iniciales:
;e ‘. R C S
Yamzg =Ys1 Yz=zxy,=Up; ++; yxn'—'.a:u =.§lo" ”:
es suficiente hacer:
i

Cn="Yan Cn-—i_—'y;u LER ) 01:9‘3_ .
Ejemple 1. Hallar la integral general de la ecuacién
y" = sen (kz)
y la solucién particular que satisfaga las condiciones iniciales:
Vom0 =0,  Ve—o=1.
Solucién:

x
cos —_
V= S sen kz dz4Cy = —if;-i+c,,

0

x x
cos kz—1
yz_g (—._k..__.—) dgt,-.{..S Cydx+Co
0 0

sen k.
y=——fp—+F+Cia+Ca

Esta es la integral general. Para hallar la solucién particular que satis-
face las condiciones iniciales dadas es suficiente determinar los valores co-
rrespondientes de €, y Ca.

De la condicién y,_o = 0 hallamos C; = 0.

De la condicién yx=0 = 1 hallamos C, = 1.
Asi, la solucién particular buscada tiene la forma:

y=— “:’h += (_:c'+!) .
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Ecuaciones diferenciales de este género se encuentran en la teoria de la
flexién de vigas.

__ Eiemplo 2. Examinemos una viga prismética eldstica sometida a la fle-
xién por accién de fuerzas externas, tanto repartidas continuamente (peso,
ca.rgaj) como, concentradas. Dirijamos el eje Oz horizontalmente, a lo IJ::go
?ﬁl e 286?5 la viga todavia no deformada y el eje Oy verticalmente hacia abajo

g. .

Toda fuerza aplicada a la viga (por ejemplo, la carga, reaccién de los
apoyos) tiene un momento respecto a cualquier seccién transversal de la
viga; este momento es igutil al producto de la fuerza, por la distancia entre
la seccién dada y el punto de aplicacién de la fuerza. La suma M (z) de los
momentos de todas las fuerzas aplicadas por un mismo lado de la seccién de

X

/
A

Fig. 264

abscisa z, se llama momento de flexién de la viga respecto a la seccién dada.
En el curso de ¢Resistencia de materialess se demuestra que el momento de
flexién de una viga es igual a: ‘%’ , donde, E es el médulo de elasticidad, que

depende de material; J es el momento de inercia del drea de la seccién trans-
versal de la viga respecto al eje horizontal que pasa por el centro de gravedad
de esta secci6n; R es el radio de curvatura del eje de la viga encorvada, que
s¢ expresa mediante la férmula (§ 6, cap. VI):

PO

Asi, la ecuacién diferencial del eje de la viga encorvada tiene la forma:
v M(z)
{1_{.5,»‘2)3;’: EJ

(2)

8i admitimos que las deformaciones son pequefias y los angulos entre las tan-
Eentes al eje de la viga encorvada y el eje Oz son bastante pequefios, podemos
espreciar la magnitud y'* que es el cuadrado de y', y considerar:

-
y
La ecuacién diferencial de la viga encorvada tomari entonces la forma:
M (z ,
= 29

que es una ecuacién de la forma (1).

Ejemplo 3. Una viga estd encastrada por su extremo O y sometida a la
accién de una fuerza vertical concentrada P, aplicada al extremo libre L, a
una distancia ! del punto de fijacion (fig. 264). Despreciemos el peso de
la viga. d
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Examinemos la seccién en el punto N (z). El momento de flexién res-
pecto a la seccién N serd
M (z)=(l—z) P.

La ecuacién diferencial (2) tomarad la forma:
= P
¥ =E}-(l—z].

Las condiciones iniciales son: cuando z=0, la flexién y es igual a cero
la tangente al eje de la viga encorvada coincide con el eje Oz, es
ecir:
yh{}:ﬂr y;=,0=0.
Integrando la ecuacidén encontramos:

v=iy§ wmsemfr (2= )

3

y:_—(!x'-‘—ic:_-]—- ; 3)
De la férmula (3) se determina, en particular, la flexién A en el ex-

tremo L de la viga:

=}

PI3
=Vt =357 -

§ 18. ALGUNOS TIPOS DE ECUACIONES DIFERENCIALES
DE SEGUNDO ORDEN QUE SE REDUCEN A ECUACIONES
DE PRIMER ORDEN

1. La ecuacién de la forma

&y ( dy)
A z, — 1)
Foisl e :
no contiene explicitamente la funcién desconocida y.
Solucién. Designemos por p la derivada %, es decir, haga-
.9y _
mos: E-— P
Entonces,
' d’y _dp
d? de

Introduciendo estas expresiones de las derivadas en la ecuacién (1)
obtenemos una ecuacién de primer orden

—=f(3-', p)
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donde p es la funcién desconocida de z. Al integrar esta ecuaci6n,
encontramos su solucién general:

p=p(z,Cy),
y, luego, de la correlacién %:p obtenemos la integral general

de la ecuacién (1):

y=SP(-“-’, Cydz+C,.

Ejemplo 1. Examinemos la ecuacién diferencial de una catenaria

(véase §
d2y 1 d_y 2
===V 1+ (&)
Hagamos:
dy
P
Entonces,
d% _dp
dz?  dz '

y obtenemos una ecuacién d]feranmal de primer orden respecto a la funcién
auxiliar p de z:

dp A e
E—s Vitee.

Separando las variables, tenemos:

de donde:
In (p+ VITF) ==+Cy,

1 (—i-Cl. —( -101))

P“':_,T

Pero, como p=-§% esta dltima correlacién es una ecuacidén diferencial

respecto a la funcidon desconocida y. Integrindola, obtenemos la ecuacion
de la catenaria (véase § 1):

x sof Bl e
5':—;‘ (r:?+c‘+e (“+CL)) +Ca.

Encontremos la solucién particular que satisface las siguientes condi-
ciones iniciales:
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La grlmars condicién da C;=0; la segunda, C,=0.
efinitiva tenemos:

e _x
v=-3" ( te ° )
Observacién. De modo anﬁlogo se puede integrar la ecuacitn

il'l}__f{__r y(n—ﬂ)
= f(z, ;e

Poniendo y®~1Y = p, obtenemos una ecuacién de primer orden
para determinar p:

?;"2 =}'($I ).
Determinando p en funcién de z, se deduce y de la correlacion
¥y = p (véase § 7).
1I. La ecuacién de la forma

e

no ctontiene explicitamente la variable independiente . Para resol-
verla hagamos de nuevo:

dy
N i 3
o &)
pero, ahora consideremos p como funcién de y (y no de z, como antes).
Entonces:

Poniendo en la ecuacién (2) las expresiones % jsg, obtene-

mos una ecuacién de primer orden respecto a la funcién auxiliar p:

d
P gy =1 p). (@
Integrandola, hallamos p en funcién de y y de una constante
arbitraria C;:
p=0p@ C).

Introduciendo este valor en la correlacién (3), obtenemos una
ecuacién diferencial de primer orden para la funcién y de a:

d
d—g=p(y, Cy.
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Separando variables, tenemos:
O
ply, Co

Integrando esta ecuaci6n, obtenemos la integral general de la
ecuacién original:
D (z, y, C1, Cy) = 0.
Ejemplo 2. Hallar la integral general de la ecuacién
5

3y =y 3.

Solucién. Hagamos p=-§£—- considerando p como funcién de y. Entonces,
Y= p%yg y, por tanto, obtenemos una ecuacién de primer orden para la
funcién auxiliar p:

5
dp _ —7
Spj‘fg- =y .

Integrando esta ecuacién, hallamos:

2 z
pPr=Ci—y ¥ 6 p=:|:]’ Ci—y 3.

Pero p=-dl; por consiguiente, para determinar y obtenemos la ecua-

cidn:
it 3
=+ & =dz ¢ y " dy = dz,
3 2
Cl P q =+ ]/Cw 8 i
de donde:
1
v dy

Para calcular la dltima integral hagamos la sustitucién:
nglh— 1=12,
Entonces:

1

1
V=t T

1
dy=23t (134-1)"/s i dt.
1
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Por consiguiente,
/3
y 3dy 1 3t (12-+1) 3 13
S —-—'-'v—'_—c?S“I—d! = (T—-I—t) =

V(;w".-’s,__i

i
1 ———
=or Ve n =1 Ccw's+2).

En la forma definitiva tenemos:

-l P ———
24 Cy= g7 V € —1 (Cye+-2).
1

Ejemplo 3. Supongamos que un punto se mueve a lo largo del eje Oz
bajo la accién de una fuerza dependiente sélo de la posicién del punto.
La ecuacion diferencial del movimiento sera:

dix

mwm."{s).

d
Sea r=1y, -5:30 para t=0,

Al multiplicar ambos miembros de la ecuacion por % dt e integrando

entre los limites de 0 a t, obtenemos:

0

1

T

x
2 1
%m (%:‘:‘) — g mel = g F () dx.
xp
x

(%_)2+[_S F(ﬂg;}:%mﬁ:const.

xo

El primer término de la Gltima ecuacién representa la energia cinética y el
segundo, la energia potencial del punto mévil. De la ecuacion obtenida se

¥

Fig. 265

deduce que la suma de las energias cinética y
potencial permanece constante durante todo el
tiempo de. movimiento.

Problema de péndulo matemdtico. Suponga-
mos que un punto material de masa n se mueve
bajo la accién de la fuerza de gravedad por una
circunferencia L que se halla en un plano verti-
cal. Hallemos la ecuacion del movimiento del punto
despreciando las fuerzas de resistencia (frota-
miento, resistencia del aire, etc.).

Ubiquemos el origen de coordenadas en el
punto inferior de la circunferencia, dirigiendo el
eje Or a lo largo de la tangente a esta circun-
ferencia (fig. 265).

Designemos por I el radio de la circunferen-
cia y por s, la longitud del arco a partir del
origen O hasta el punto variable M donde se
halla la masa m; al mismo tiempo tomemos la
longitud mencionada con el signo correspondiente
(s >0, si M se encuentra a la derecha del ori-
gen 0; s< 0, si M se encuentra a la izquierda
el 0).

El problema en consideracion consiste en establecer la dependencia
entre s y el tiempo t.
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Descompongamos la fuerza de gravedad mg en dos componentes: tangencial
¥y normal. La primera, que es igual a — mg sen ¢, causa el movimiento, la
segunda se elimina por la reaccion de la curva descrita durante el movimiento
de la masa m.

Asi, la ecuacion de movimiento tiene la forma:

d2s

m _-“dis

= —mgsen Q.

Puesto que para la circunferencia el dngulo qaz-'}; obtenemos la ecuacidn:

d2s

?F=—gsen-a—.

i

Es una ecuacién diferencial del tipo II (por no contener explfcitam%'nte
la variable independiente t).

Integrindola de la manera correspondiente tenemos:

Ef_—— d?s  dp
a P daE TP
Por consiguiente,
dp s
Pw— —EEBHT '
o bien,
pdp= —g sen-—j— ds,
de donde:

p2=2g1 EOS%—}-C’.
Designemos mediante s, la longitud méxima del arco descrito por el
punto M. Cuando s=s;, la velocidad del punto es igual a cero:
ds.
di §=sp
Esto permite determinar C,:

0=2gl cos -%'l +Cy,

de donde

Cy= ——zglcosi;'-.

Por tanto,

ds } 2 5 8,
t— (22 < 0m e _n_)
P ( d:] 2g (o:msI cos 7)o

o, aplicando a la dltima expresién la férmula que determina la diferencia
de cosenos:

ds\2 s+ 359 39—s5
(de) =gl sen —5= son =5, 5)
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o bien *):
d—'-Z'V—]/sen St g % : (6)
Esta es una ecuacién con variables aeparableu. Separdndolas, obtenemos:;
_j: ——— =2Vl d )
sen —;—- sen —;

Supongamos J)or ahora que s == s;, entonces el denominador de la frac-
cién es d;stinto cero. Si suponemos que s=0 para t=0, de la igualdad (7)
obtenemos:

. ds —
=2Vt (8)
So ]/se ';'” sen °;'

Esta igualdad expresa la dependencia entre s y ¢. La integral del miembro

izquierdo no se expresa mediante las funciones elementales; lo mismo ocurre
con s como funcién de ¢.

Examinemos del modo aproximado el problema planteado. Supongamos

que los dngulos —'T"— y % son pequefios. Los dngulos ';30 y s“—z'l-ino son

superiores a Ii Sustituyamos en la ecuacion (6) los senos de Angulos por
los dngulos:

5 & —_g
_mzv +°;"T,

L VRV =) (6")

Separando las variables, obtenemos (suponiéndo provisionalmente que
s == 8):

o bien,

Supongamos otra vez que :=0 para ¢t =0. Integrando la @ltima ecuacion,

obtenemos:
;r::r 7 e ]/_ ®)

arcaen-'—- l/ '% t,

*) Tomamos el signo més delante de la rafz. De la observacién que se da
al final del problema se deduce que no hay necesidad de examinar él caso cuan-
do se toma el signo menos.
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§= 150 sen l;’ vlg—z. (9)

Observacién. Al resolver el problema, hemos supuesto que s == s,. Sin
embargo, por medio de la sustitucién directa nos convencemos de que la fun-
cién (9) es solucién de la ecuacién (6') para cualquier valor de 2.

Recordemos que la solucién (9) es aproximada para la ecuacién (5), puesto
que habfamos sustituido la ecuacién (6) por la ecuacién aproximada (6').

La ecuacién (9) muestra que el punto M, (que se puede considerar como

el extremo del péndulo), efectiia oscilaciones arménicas de periodo T'—=2n ]/% ‘
Este periodo no depende de la amplitud de la oscilacién s,.

de donde:

Ejemplo 4. Problema de la segunda velocidad césmica (velocidad de
escape).

Determinar la minima velocidad con la cual se debe lanzar un cuerpo
verticalmente hacia arriba para que éste no regrese a la tierra. La resistencia
del aire se desprecia.

Solucién. Designemos las masas de la Tierra y del cuerpo lanzado por M
y m, respectivamente. En virtud de la ley newtoniana de atraccion, la fuerza f
que actia en el cuerpo m, es:

M-m
s

f=k

donde, r es la distancia entre el centro de la Tierra y el centro de gravedad
del cuerpo lanzado;

k es la constante de gravitacién universal.

La ecuacién diferencial de movimiento de este cuerpo de masa m es:

- ﬂ=’ _ M.m
dir? ra
6
d2r M
aE =R (10)

Hemos tomado el _signo menos puesto que la aceleracién en el caso dado
es negativa. La ecuacién diferencial (10) es una ecuacién de la forma (2). Resol-
vamos esta ecuacién tomando las siguientes condiciones iniciales:

cuando t=0, r=R y _d_r___vo'
dt
Aquf, R es el radio de la Tierra, vy esla velocidad de lanzamiento.
Introduzcamos las designaciones:
dr=u dr do dv dr _ dv
ar 0 i T ac droar Var
donde v es la velocidad del mavimiento. Sustituyendo esta expresién en la
ecuacién (10), tenemos:
b _ .M
=
Separando las variables, resulta:

vdv= — kM i i
r2

5—536
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Integrando esta ecuacitn, encontramos:
Y —tiMEc 11
—2—-—+ "r—‘|" i (11)
Determinemos €y de la condicién v=vg, en la superficie de la Tierra
(r=~R):
vy 1
=z = TR+

-

6
Sustituyendo el valor de € en la igualdad (11):
6
M (2 (12)

Seglin la hipélesis, la velocidad del cuerpo debe ser constantemente
2 3
positiva, por tanto: UT>0. Como la magnitud —;_— se hace muy pequena

2
cuando r crece indefinidamente, la condicién vT >0 se cumple para todo r
so0lo en el caso de que:
vk kM

R ek 13)

2kM
v 2 SR

Tor tanto, la velocidad minima se define por la igualdad
2kM
vg= l/—’% v [14)

3
k=8,66-10-8 — T
grseg

donde

R=63-107 cm.
En la superficie de la Tierra, cuando r=R, la aceleracién de la fuerza

cm!) . En virtud de lo dltimo, obtenemos
seg

de gravedad es igual a g (g=981
de la igualdad (10):
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ght?
£
Poniendo este valor de M en la férmula (14), tenemos:

— V3T = VT 0BT 03107 ~ 44,2-408 S _ gy 2. X
vo=") 2gH =)/2-981-63.107 =~ 11,2-10 e =14,2 g

§ 19. METOD({ GRAFICO DE LA INTEGRACION DE
LAS ECUACIONES DIFERENCIALES DE SEGUNDO ORDEN

Aclaremos cuél es la interpretacion geométrica de una ecuacién
diferencial de segundo orden. Sea la ecuacién

v = f(= » ¥), 1)

designemos por ¢ el dngulo formado por la tangente a la curva con
la direccién positiva del eje Ozx; entonces,

dy

3= tee- )
Para aclarar el significado geométrico de la segunda derivada

recordemos la formula que determina el radio de curvatura de una

curva en un punto dado*):

2\3/3
R
Y
De donde tenemos:
.4 yH
A o = e Ml
R
Pero,
V=1tg¢; 1+ vy’ =1+t g=sec’q; (1 + 49" =
— | sec’ | = 1,
cos’ g
Por eso:
y—= 1 @
R|cos’ |

*) Hasta ahora siempre hemos conziderado que el radio de curvatura es un
ninero positivo, Pero, en este parrafo supongamos que el radio de curvatura
pueda tomar valores tanto positivos como negativos: si la curva es convexa
(y" << 0), consideremos el radio de curvatura negativo (R < 0); si la curva es
cdncava (y” = 0), considerémoslo como positive (R = 0).

He
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Introduciendo, ahora, las expresiones obtenidas para y e y” en
la ecuacion (1), obtenemos:

1
Bt [ T S i, b ’
HToora] flz, vy, tgg)

 JE— . .
[cos -7 (x, y, tz@)

(4

Esto demuestra que la ecuacion diferencial de segundo orden
determina la magnitud del radio de curvatura de la curva integral,

L

Yo

Fig. 266

si estan dadas las coordenadas del punto y la direccién de la tangente
en este punto.

De lo anterior se deduce el método de la construceion aproximada
de una curva integral con ayuda de una curva lisa*); la curva
estd constituida por arcos de circunferencias.

Supongamos, por ejemplo, que es preciso hallar una solucién
de la ecuacién (1), que satisfaga las siguientes condiciones iniciales:

Yu—xy = Yoi Yormms 5= s

Tracemos por el punto M, (zo, yo) un rayo M,T,, cuyo coefi-
ciente angular es y = tg @, = y, (fig. 266). De la ecuacion (4)
encontramos la magnitud R = R,. Pongamos un segmento Mo(C,
igual a R, en la perpendicular a la direccion M,T, y tracemos

(tomando el punto C, por centro) un arco pequeiio MyM, de radio
R,. Notemos que es preciso orientar el segmento My, en la direc-

*) Es una curva que tiene en todos los puntos la tangente, cuyo angulo
de inclinacion es una funcién continua de la longitud s del arco.



Ecuaciones lineales homogéneas 69

cion conveniente para que el arco de la circunferencia sea convexo.
hacia arriba cuando Ry, << 0; y sea convexo abajo cuando Hy >0
(véase la nota en la pagina 67).

Sean z; e y; las coordenadas del punto M, en el arco construido
y ubicado suficientemente préximo al punto M,, y sea tg ¢y, el
coeficiente angular de la tangente M Ty a la circunferencia trazada
en el punto M,. De la ecuacién (4) hallamos el valor de R = R,
correspondiente al punto A,. Tracemos el segmento MC\, igual
a R, y perpendicular a M,T; tomando el punto ¢y como centro,

gosedag
tracemos arco MM, de radio Ry. Tomemos luego en este arco un
punto M, (x5, yo), proximo a M,, y continuemos nuestra construc-
ci6on hasta obtener un tramo suficientemente grande de la curva,
formado por los arcos de circunferencias, De lo anteriormente dicho
se deduce que esta curva es aproximadamente una linea integral
que pasa por el punto M,. Es evidente que la curva construida tanto
més se aproximard a la curva integral cuanto menores serdn los

p— —_——
arcos MoM,, M\M,, ...

§ 20. ECUACIONES LINEALES HOMOGENEAS.
DEFINICIONES Y PROPIEDADES GENERALES

Definicién 1. Una ecuacion diferencial de n-ésimo orden se
llama lineal si es de primer orden respecto a la funcion desconocida

y v sus derivadas y’, ..., y"~V, y™, es decir, si esta ecuacion
tiene la forma
(§13) (=11 3
ay" A ay" TV L - apy =1 (%), ()
donde ay, @y, @z, ..., @, ¥ f (z) son funciones dadas de x o con-

stantes; ademds. ay # () para todos los valores de z, en el dominiv
de definicion de la ecuacion (1). En adelante supongamos que las
funciones a,, ai, . . ., a, y f (z) son continuas para todos los valo-
res de z y que el coeficiente a, — 1 (si @y es distinto de la unidad, es
suficiente dividir por él todos los términos de la ecuacion). La fun-
cion f (z), se llama segundo miembro de la ecuacidn.

Si f (z) == 0, la ecnacién se llama lineal no homogénea, o ecua-
cién con segundo miembro. Si f (z) = 0, la ecuacion tiene la forma:

™ o™+ ... 4 ay=0 (2)

y se llama lineal homogénea, o ecuacion sin segundo miembro (el
primer miembro de esta ecuacién es una funcion homogénea de
primer orden respecto a y, y', ¥", . .., y™).

Definamos algunas propiedades fundamentales de las ecuaciones
lineales homogéneas, limitindonos a las demostraciones de las
ecuaciones de segundo orden.
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Teorema 1. Si y, e y, son dos soluciones particulares de la ecuacién
lineal homogénea de segundo orden
v 4+ ay 4 ay =0 (3)
entonces, yy -+ y» es también la solucién de esta ecuacidn.
Demostraciéon. Si y; e y, son las soluciones de la ecuacién, en-
tonces:
¥i + ayi + azy, =0 } %
Yo + ayys + apy. = 0.
Poniendo en la ecuacién (3) la suma y + y, y tomando en
consideracién las identidades (4), tenemos:

(s v+ as (g + y2) + @2 (ys + ¥2) =
= (4% + awi + aayy) + (Y2 + aye + ay) =0+ 0=0,
es decir, y; -} y, es solucién de la ecuacion.

Teorema 2. Si y, es una solucién de la ecuacion (3), y C es una
constante, el producto Cyy es, también, una solucién de esta ecua-

cién (3).
Demostracién. Introduciendo en la ecuacién (3) la expresion
Cyy, obtenemos:

(Cy)" + a, (Cy) + ax (Cy)) = C (yi + ays + aay) =C-0=0;
y el teorema queda demostrado.

Definicién 2. Dos soluciones y; e y, de la ecuacién (3) se llaman
linealmente independientes en el segmento la, bl, si su razén en éste
altimo no es constante, es decir, cuando

y—’:,&const.
J2

En caso contrario, las soluciones se llaman linealmente depen-
dientes. En otras palabras, dos soluciones y, e y, se llaman lireal-
mente dependientes en el segmento [a, b], si existe un niimero con-

stante A tal que? = A, cuando a < = < b. En este caso y; = Aya.

2

Ejemplo 1. Sea la ecuacién y” — y = 0, es ficil verificar que las funcio-
nes e*, e~*, 3¢* S5e~* son soluciones de esta ecuacién. Las funciones ¢* y e~

=
son linealmente independientes en todo segmento, puesto que la razon :_—x=

= ¢¥* no permanece constante cuando varia z. En cambio, las funciones e*
X

3
¥y 3¢* son linealmente dependientes, puesto que eix = 3 = const.
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Definicién 3. Si y; e y» son las funciones de z, entonces gl deter-
minante

Yo Y2
Y

Wy, y) = Sl =y — viys
Yy

se llama determinante de Wronski o, simplemente, Wronskiano de
las funciones dadas.

Teorema 3. Si las funciones y, e y, son linealmente dependientes
en el segmento la, b), el Wronskiano en este segmento es idénticamenle
igual a cero.

En efecto, si y, = Ay, donde A = const, entonces y,= Ay, ¥

Yi Y2 Y1 Ay =i'..’y’ i
v Y2 Ty M Y1 Y

Teorema 4. Si el Wronskiano W (yy, y2), de las soluciones
y1 € Yo de la ecuacién lineal homogénea (3) no se anula en un punto
z = xzo del segmento la, bl, donde los coeficientes de la ecuacion son
continuos, entonces no se anula para cualquier valor de x en este seg-
mento,

Demostracion. Puesto que yg e y, son dos soluciones de la ecua-
cién (3), tenemos:

i+ as+ e =0, i+ ay + ay=0.
.Multiplicando los términos de la primera igualdad, por y, y los
términos de la segunda por y. y luego sumindolas, obtenemos:
(yayz — yiv2) + as (yayz — yiys) =0. (5)
La diferencia encerrada entre segundo paréntesis es el Wronskia-
no Wy ya):

Wiy, v = =0.

W (ysy2) = (yay> — Y1y)-
La diferencia encerrada entre el primer paréntesis es la derivada
del determinante de Wronski
W (yay2) = (192 — Y1) = Ya¥s"— Yipa-
Por consiguiente, la igualdad (5) asume la forma:
W+ aW =0 (6)

Hallemos la solucién de la Gltima ecuacién que satisfaga la
condicién inicial:

w |x=x, — Wﬂ-

Hallemos al principio la solucién general de la ecuacién (6),
suponiendo que W =£ (.
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Separando variables, en la ecuacién (6), tenemos:
aw
— = —a,dz.
W 1

Integrando, hallamos:

x
InW=— §a,dr+ InC

6
ln g= — S ay dx,
de donde: "
f ay dx
W=Ce * . (7)

Notemos que se podria escribir la funcién (7), de modo que esta
funcion satisfaga la ecnacion (6). Es ficil cerciorarse de esto mediante
sustitucién directa de esta funcién en la ecuacién (6). La suposicién
W == 0 no es necesaria.

La formula (7) se llama férmula de Litsville.

Determinemos € de modo que se satisfaga la condicién inicial.
Poniendo z=z; en el primer y segundo miembros de la ecuacién (7),
obtenemos:

W, = C.

Por tanto, la solucién que satisfaga las condiciones iniciales
toma la forma:
x
j nl dx.
W= Wye ™ (7')
Segiln la hipétesis, W, 5= 0. Pues, de la ecuacién (7°) se deduce
que W == 0, cualqmara que sea el valor de z, puesto que la funcién
exponencial no se reduce a cero para todos los valores finitos de la
variable. El teorema queda demostrado.

Ohservacion 1, Si el Wronskiano es nulo para cierto valor
de z = z,, este determinante también es igual a cero para cualqmar
valor de x en el segmento considerado.

Esto se deduce directamente de la férmula (7): si W = 0 para
z = x,, entonces:

(W}x=:o == 0;
por consiguiente, W= 0, cualquiera que sea el valor del limite
superior de z en la férmula (7).
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Teorema 5. Si las soluciones y, e y, de la ecuacién (3) son lineal-
mente independientes en el segmento .[a, b], el Wronskiano
formado para estas soluciones no se reduce a cero en ningin punto
del segmento indicado.

" Indiquemos s6lo la idea de demostraciéon de este teorema, sin
darla en forma completa. '

Supongamos que W = 0 en cierto punto del segmento entonces,
en virtud del teorema 3, el Wronskiano serd nulo en todos los puntos
del segmento [a, b]:

W=0
6
Yi¥s— Y12 =0.

Examinemos al principio los intervalos dentro del segmento

[a, b] donde y; = 0. Entonces,

Villo — Yile
=—=0
Yy

(Y-

1 g
Por tanto, la razén Y2 es constante en cada uno de los intervalos
1

(=19

mencionados:

Y2 _ A =const.

¥y
Utilizando el teorema de existencia y unicidad, se puede mostrar
que y, = Ay, para todos los puntos del segmento [a, b], incluyendo
los puntos donde y; = 0, lo que es imposible, puesto que, segin
la hipétesis y, e y; son linealmente independientes. Por consiguien-
te, el Wronskiano no se anula en ningin punto del segmento [a, b].

Teorema 6. Si y, e y, son dos soluciones linealmente independientes
de la ecuacién (3), entonces

¥ = Ciys + Cay2, (8)

donde Cy y C, son las constantes arbitrarias. Esta es la solucién general
de la ecuacién (3).

Demostracion. De los teoremas 1 y 2 se deduce que la funcién

Ciys + Colz

es la solucién de la ecuacién (3) cualesquiera que sean las constan-
tes Cy y Ca.
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Demostremos, ahora, que cualesquiera que sean las condiciones
iniciales yy—x, = Yo, Y x=xo = Yo, €8 posible elegir los valores de
las constantes arbitrarias C; y €, de modo tal que la solucidn par-
ticular correspondiente Ciyy + €y, satisfaga las condiciones ini-
ciales dadas.

Poniendo las condiciones iniciales en la igualdad (8), tenemos:

Yo =Ci¥n + Calfzo, } 9)
Yo = Ci¥1o + Catfin,
donde se pone:

W xms, = Y100 (Yo)xmxy = Y205 (YD)xmz, = Y105 (Y2)x=so = Yoo-
Del sistema (9) se puede definir Cy y C2, puesto que el determi-
nante de este sistema

Yo Y20
Yo Yoo

es el Wronskiano cuando z = zo, ¥, por tanto, no es igual a cero
(en virtud de la independencia lineal de las soluciones y, ys). La
solucién particular que se deduce de la familia (8), para los valores
hallados de C; y C., satisface las condiciones iniciales dadas. De
este modo el teorema queda demostrado.

\ = Hioy;o — Yol

Ejemplo 2. La ecuacién

g X, A
y+—_—v '-'—IT;H=U-

v 1 1 .
cuyos coelicientes aymm-—y By=—m son continuos en todo el segmento,

que no contiene el punto z=0, admite las soluciones particulares:
Vissds: U

(lo que se verifica ficilmente, sustituyéndolas en la ecnacién). Por tante,
su solucion general tiene la forma:

1
y-(ir--[-CE? -

Observacién 2. No existen métodos generales que permitan
hallar en forma finita la solucién general de una ecuaciéon diferen-
cial lineal con coeficientes variables. Sin embargo, para las ecuacio-
nes con coeficientes constantes tal método existe y serd expues-
to en el parrafo siguiente. En cuanto a las ecuaciones con coeficientes
variables, en el capitulo XVI «Series» indicaremos algunos procedi-
mientos para encontrar las soluciones aproximadas que satisfagan
las condiciones iniciales.
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Por ahora demostremos un teorema que permite hallar la solu-
cion general de una ecuacion diferencial de segundo orden con coefi-
cientes variables, si se conoce una de sus soluciones particulares.
Este teorema puede ser Gtil en muchos casos, siempre y cuando se
logre encontrar directamente o adivinar, por cualquier método,
una solucién particular.

Teopema 7. Si se conoce una solucién particular de una ecuacién
lineal homogénea de segundo orden, la busqueda de la solucién general
se reduce a la integracién de funciones.

Demostracién. Sea y; una solucién particular conocida de la
ecuacion
¥+ ay + axy = 0.

Hallemos otra solucién particular de la ecuacién dada de modo
que y; e y, sean linealmente independientes. Entonces, la solucién
general se expresard mediante la formula y = Cyyy + Csy., donde
Cy y €, son constantes arbitrarias. En virtud de la férmula (7)
(véase la demostracién del teorema 4) sa puede escribir:

. ; ~ §aax
Yoyg — Yoy =Ce S :

Asi, para determinar y, tenemos una ecuacion lineal de primer
orden. Integrémosla de la manera siguiente. Dividamos todos los
términos por yi:

YaYs — Yoy _ —1—Ce_ § aiax

y? N
0
() et
dz \ y, ¥
de donde:

= iﬂidx
—3-2—252‘0——"(&1'—]-02.
Y1

Puesto que buscamos una solucién particular, poniendo €, =0,
¢ = 1, ohtenemos:

,— S a; dx
Yo = Ui E ——da. (10)
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Es evidente, que y; e y, son soluciones linealmente independien-
tes, puesto que ‘Eggé const.
1
De tal modo, la solucién general de la ecuacién original tiene
la forma:
- S a, dx
e
y=C1y1+Czy15—-—;—dx- (11)
i
Ejemplo 3. Hallar la solucién general de la ecuacion:
(1—zh)y" —2zy +2y=0.
Solucién. Directamente se verifica gue esta ecuacion tiene una solucidn
particular y, = z. Hallemos la segunda solucién particular y; tal que y,
e y; sean linealmente independientes.

Notemos que en nuestro caso a;— ————— , en virtud de la férmula (10)
1 : 1—a2
obtenemos:
S 2xdx
ot 1—x@ p—In(i—x2) s
=z S —-F--— dI=2 S ———12——--d.f.‘-_,- x S wn

'”S ('EEJ“ 2{11—-21 + 2(11+m) ) d":""'[""_i'*'“;'l“ 1_-};” :

Por tanto, la solucién general tiene la forma:

y==Cpz+4-Cy (%xln'lJ"z —-S) .

i—=zx
§ 21. ECUACIONES LINEALES HOMOGENEAS
DE SEGUNDO ORDEN CON COEFICIENTES CONSTANTES

Sea la ecuacién lineal homogénea de segundo orden
' y "+ py +aqy=0, (1)
donde, p y ¢ son plimeros constantes reales. Segin hemos demostrado,
para hallar la integral general de esta ecuacién es suficiente encon-
trar dos soluciones particulares linealmente independientes.
Busquemos las soluciones particulares en la forma
y =", donde k=const; (2)
entonces,
y = ke, y = i’e™.
Introduciendo las expresiones obtenidas de las derivadas en
la ecuacion (1), hallamos:

e** (k* + pk + ) =0.
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Como e** 5= 0, resulta que
K + pk + g = 0. (3)
Por consiguiente, si k satisface a la ecuacién (3), &** sera solu-
ci6n de la ecuacién (1). La (3) se llama ecuacién caracteristica respecto
a la ecuacién (1).
La ecuacién caracteristica es una ecuacién de segundo orden
que tiene dos raices, las cuales designamos por k; y k,. Entonces

2 i
k1=——‘p.2‘+ V%“*"q; kz=—%— ]/84‘—?-

Son posibles los casos siguientes:
I. ky y k; son nuimeros reales y distintos (k, 5= k,);
I. &y y k son niimeros complejos;
II1. &y y k» son nimeros reales iguales (k; = k).
Examinemos cada caso por separado:
1. Las rafices de la ecuacién caracteristica son reales y distintas:
ky = ko. En este caso las soluciones particulares serdn las funciones

n=e"";  p=d,
Estas soluciones son linealmente independientes, puesto que

ol =
-ylz.=ﬁ=e"" k)T £ const.
n e
Por tanto, la integral general tiene la forma
y = Ce"* 4 Cpe**™.
Ejemplo 1. Sea la ecuacién
y" Yy — 2y = 0.
La ecuacién caracteristica tiene la forma:
K4k —2=0.
Hallemos las raices de la ecuacién caracteristica:

ko= —g £ ) b2 k=1, k=2

La integral general es
y = Cye* 4 Cre™x,
I1. Las raices de la ecuacién caracteristica son complejas. Puesto

que las raices complejas son con;ugadas en pares, introduzcamos
las designaciones:

ky = a -+ ip; kz = a — if},
donde:
2
s P g il
o == 5 p= %
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Las soluciones particulares se pueden escribir en la forma:
Y= e(cl-Hﬂ)x; Vo= g{u—!B}x (4)
Estas son funciones complejas de un argumento real que satisfa-
cen la ecuacion diferencial (1) (véase § 4, cap. VII).
Es evidente, que si alguna funcién compleja del argumento real
y=u(@ + v ®)
satisface la ecuacién (1), a esta ecuacién satisfacen también las
funciones u (z) y v (2).
En efecto, introduciendo la expresién (5) en la ecuacién (1)
tenemos:

. lu(@ + i@l +plu(@ +iv@! +qlu(@ +iv@)=0

(" + pu +qu) +i "+ p + @) =0.
Pero una funcién compleja es nula solamente en el caso en que
las partes real e imaginaria son iguales a cero, es decir,
u'+pu' +qu=0,
v 4-pv’ Hqv=0.
Hemos demostrado que u (x) y v (z) son soluciones de la reuna-
cion dada.

Escribamos las soluciones complejas (4) en la forma de una suma
de las partes real e imaginaria:

Yy = e** cos Pz + ie"* sen px,
Yo = €** cos fx — ie™™ sen Pz.

Segtin lo demostrado las funciones reales siguientes seran las
soluciones particulares de la ecuacion (1):

yi = ¢**cos Pz, )
Yy, = ** sen Pz, (6
Las funciones ¥, e y» son linealmente independientes, puesto que:

ox
4?:5- = fﬂ&f = cotg fpx = const.
y, € senpx
2

Por tanto, la solucién general de la ecuacién (1) en el caso en que
las raices de la ecuacién caracteristica son complejas, toma la forma:
y= Ay, + By, = Ae"* cos pz + Be**sen fz

6
y = ™ (A cos Pz 4 B sen fz). (7
donde A y B son las constantes arbitrarias.
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Ejemplo 2. Sea la ecuacién
¥ 42y -5y =0.
Hallar la integral general y la solucién particular que satisface las condi-
ciones iniciales: y,_, =0, pi_o=1.

Construir la grifica.
Solucién: 1) Escribamos la ecuacién caracteristica:

K*-}- 2k + 5 = 0,
¥y encontremos sus raices:
ky = —1- 20, kg = —1 — 21
Por tanto, la integral general es:
y = e™* (4 cos 2z -+ B sen 2z),

2) Hallemos la solucién particular que satisface las condiciones ini-
ciales dadas y determinemos los valores correspondientes de 4 y B. De la

q
N
N
~
~
! a-x
“ y=he*sen2x
_‘;,(,_:_ﬁ
<4 -H_:;"""‘-_-E:;_...
y \/ FFFFFFF g
/,”
-~
-
/
e

Fig. 267

primera condicién se deduce:
= ¢70 (4 cos 2.0 -|- B sen 2.0), de donde: A4 = 0,

Notemos que y’ = e™*2B cos 2z — e~ B sen 2z, De la segunda condi-
cién se deduce: 1 = 2R,

es decir, B = %
Pues, la solucidon particular buscada es:

Y= —:- =% sen 2.,

La grifica de la solucién se muestra en la figura 267.

I11. Las raices de la ecuacidén caracteristica son reales c iguales,
es decir, ky = k;. Una de las soluciones particulares, a saber,
y1 = €M%, se obtiene en virtud de los razonamientos precedentes.
Es preciso encontrar la segunda solucién particular, linealmente
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independiente de la primera (la funcidn e*s* es idénticamente igual
a e*, por lo que no puede considerarse como segunda solucién
particular).

Busquemos la segunda solucién particular en la forma:

Ryx

Yo=1u(x) "7,

donde u (z) es una funcién desconocida a determinar.
Derivando, encontramos:

I3

s = w4 2k e 4 Buet = &' (0 + 2k’ + Kiu).
Sustituyendo las expresiones de las derivadas en la ecuacién (1),
obtenemos:
€W+ (2ky + P)u A+ (K + phy + @) u] =0.
Como k, es una raiz miltiple de la ecuacion caracteristica, tene-
mos:
kf +pki+g¢=0

Ademas, k, =k, = __% 620y v B, DR e P,

Por tanto, para hallar u(z), hace falta resolver la ecuacion
emxy" =0 6 u"=0. Integrando, obtenemos: u=Azx+4B. En parti-
cular, se puede poner A=1, B=0; entonces, u=xz. Asi, en cali-
dad de segunda solucién particular se puede tomar:

Y= Iehlx.

Esta ecuacion es linealmente independiente de la primera,

puesto que %:zsé const.

i
Por tanto, como integral general se puede tomar la funcidn:

Y= C:eh'x + Coxe™™ = i (Cy + Cyx).
Ejemplo 3. Sea la ecuacién
-4+ =0

La ecuacién caracteristica es k* — 4k + 4 = 0. Encontremos sus raices
ky = ks = 2. La integral gemeral es:

Y= C e | Cpzel®,

§ 22. ECUACIONES LINEALES HOMOGENEAS
DE N — ESIMO ORDEN CON COEFICIENTES CONSTANTES

Examinemos una ecuacién lineal homogénea de n-ésimo orden:

¥+ ay™ 4 ... +ay=0. )
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Supongamos que ay, @z, ..., @, son las constantes. Antes de
indicar un método de resolver la ecuacién (1) introduzcamos una
definicion que serd atil mas adelante.

Definicién 1. Si para todos los z del segmento [a, b] se verifica
la igualdad

Pn (2) = A3 (2) + Aa@s (2) + ... + Apei@py (),

donde Ay, 4,, ..., 4, son constantes, de las cuales por lo menos
una no es igual a cero, suele decirse que g, (z) es una combinacién
lineal de las funciones @y (z), @z (z), + . ., Pny (2).

Definicién 2. n funciones @; (z), P2 (z), . . -1 Pps (2), Pn (7)
se llaman linealmente independientes, si ninguna de ellas puede ser
representada como combinacién lineal de las otras.

Observacién 1. De estas definiciones se deduce que si las fun-
ciones ¢y (z), 92 (z), ..., ¢, () son linealmente dependientes,
entonces existen las constantes Cy, Cz, ..., C, de las cuales por
lo menos una no es igual a cero. Estas constantes son tales que para
todos los z del segmento [a, &] se cumple la identidad:

Cipt (2) + Copz (1) + ... 4+ Crp, (2) = 0.

Ejemplos:
1. Las funciones y;=e=*, yp=2e2%, yg=23e* son linealmente dependientes,
puesto que para Cy=1, Cp=0, Cg= —— se verifica la identidad:

3
Cye™+Coe2* - C33e™ = 0.

2. Las funciones y; = 1, y» = z, y; = z® son linealmente independien-
tes, puesto que no se puede anular la expresién

Cid + Cyz+ Cyzt

cualesquiera que sean C;, (i, €3, siempre cuando no son simultineamente
iguales a cero.
3. Las funciones

ys=ek": yz=e"“, - n=ek"“. ..., donde k¢, ks, ..., kn, ...

son nimeros arbitrarios y linealmente independientes. (Demos esta alirmacion
sin demostracién).

Pasemos, ahora, a la solucién de la ecuacién (1). Para esta ecua-
cién es valido el teorema siguiente,

Teorema. Si las funciones yi, Yo, - . ., Yn s0On soluciones lineal-
mente independientes de la ecuacién (I), su solucibén general es:
¥ = C!yl + Czyz + CRCR + Cnyrn (2}
donde Cy, ..., C, son constantes arbitrarias.

8-536
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Si los coeficientes de la ecuacién (1) son constantes, la solucién
general se halla del mismo modo como en el caso de fa ecuacién
de segundo orden,

1) Formemos la ecuacién caracteristica:

- agk" @k L ey, =0.
2) Hallemos las raices de la ecuacién caracteristica:
kg, kay ... K

3) Segin el cardcter de las raices, escribamos las soluciones
particulares, linealmente independientes, partiendo de lo siguiente:
, a) a toda raiz real simple k corresponde una solucion particu-
ar ehx;

b) a todo par de raices complejas conjugadas &'V = a -\ if}
y k¥ = a — ip, corresponden dos soluciones particulares: e** cos fix
y e** sen fa;

¢) a todaraiz real & de multiplicidad r corresponden r soluciones
particulares linealmente independientes:

' x o h
T oz, L., 2Tl

d) a todo par de raices complejas conjugadas de multiplicidad
W kY = g4 if, ¥'* = a — iff, corresponden 2 p soluciones par-
ticulares:

n

e** cos Pz, xe**cos Pz, ..., 2" 'e**cos Pz,

¢** sen Pz, xe™ sen Pz, ..., 2" '¢"* senPz.

El nimero de estas soluciones particulares es igual al grado
de la ecuaci6n caracteristica (es decir, al orden de la ecuacion dife-
rencial dada). Se puede demostrar que estas soluciones son lineal-
mente independientes.

4) Al encontrar n soluciones particulares linealmente indepen-
dientes yq, Ya, . . ., Yn, formemos la solucién general de la ecua-
cién lineal dada:

y=Cuy+ Ceyp + ... 4 Coryn,
donde €y, C;, ..., C, son las constantes arhitrarias.

Ejemplo 4. Hallar la solucién general de Ia ecuacién
- Y
Solucién. Formemos la ecuacién caracleristica
H—1=0
Hallemos las raices de esta ecuacién
kizi, ky=—1, k=1, ky= — 1.
La integral general es:
= (6% 4 Cge > 4 A cos z -} B sen z,
donde Cy, €2, A, B son constantes arbitrarias.
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Observacién 2. De lo expuesto se deduce que toda la dificultad
para resolver una ecuacion diferencial homogénea con coeficientes
constantes consiste en la resolucién de la ecuacién caracteristica
correspondiente.

§ 23. ECUACIONES LINEALES NO HOMOGENEAS
DE SEGUNDO ORDEN

Sea uha ecuacion lineal no homogénea de segundo orden
Yy + ay’ + awy = f (). (1)

La estructura de la solucién general de tal ecuacién (1) se deter-
minard por el teorema siguiente:

Teorema 1. La solucién general de la ecuacién no homogénea (1)
se representa como suma de cualquier solucién particular y*

de esta ecuacién y de la solucién general y de la ecuacién homogénea
correspondiente

v ay + azf} =0. (2)
Demostracion. Es preciso demostrar que la suma
y=y+vy ®)

es la solucion general de la ecuacion (1),
Demostremos primeramente que la funcién (3) es una solucién
de la ecucacién (1).

Sustituyendo la suma § -+ y* en la ecuacién (1), en lugar de y,
tenemos:

G+ +a@G+y)y+a@+y)=7@

(=19

¥+ ay + ay) + @ + ay” + ay’) =1 (). (4)

Como 7 es una soluciéon de la ecuacién (2), la expresiéon encerrada
en el primer paréntesis es idénticamente igual a cero. Como y* es
una solucién de la ecuacién (1), la expresion encerrada en el segundo
paréntesis es igual a f (z). Por tanto, la igualdad (4) es una identidad,
quedédndose demostrada la primera parte del teorema,

Demostremos, ahora, que la expresién (3) es la solucién general
de la ecuacion (1), es decir, que se pueden elegir las constantes
arbitrarias que la integran de modo que se satisfagan las condiciones
iniciales:

yx-‘=xu = Yo, }

Y=, = yi;s

)
6‘
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cualesquiera que sean g, yo € y, (siempre y cuando z, se toma en el
dominio donde las funciones a,, a; y f (z) son continuas).
Notemos que y se puede escribir en la forma:

y=Cw+ Ca¥a,
donde y, e y, son dos soluciones linealmente independientes de la
ecuacion (2); y €y, €, son constantes arbitrarias. La ecuacion (3)
se puede presentar en la forma:

y = Ciyy + Caya + y*. (3"
En virtud de las condiciones (5), tenemos*):

Ciitio + Colyoo + y; =¥
Cyro + Coyoo + Yo' = V.

De este sistema de ecuaciones es preciso determinar 'y y Cs.
Escribamos el sistema en la forma:

CiYso A ColYfng = Yo — FE. } ()
CiYio + CoYon = Yo — Yo.

Notemos que el determinante de este sistema es el Wronskiano de
las funciones y; e y, en el punto z = z,. Puesto que, segin fa hipé-
tesis, estas funciones son linealmente independientes, el Wronskiano
no puede ser nulo. Por consiguiente, el sistema (6) tiene una solu-
cién bien determinada, 'y y C,, es decir, existen los valores Cy y (',
tales que la formula (3) determina la solucién de la ecuacién (1)
que satisface las condiciones iniciales dadas. El teorema queda
completamente demostrado.

Se puede concluir, pues, que si se conoce la solucion general
de la ecuacién homogénea (2), la tarea principal durante la inte-
gracién de una ecuacion no homogénea (1) consiste en la bisqueda de
una solucién particular cualquiera y* de la dltima.

Indiquemos un métode general para hallar las soluciones parti-
culares de una ecuaciéon no homogénea,

Método de variacién de constantes arbitrarias, Escribamos la
solucién general de la 2cuacién homogénea (2):

y = Cyyy + Cays. (7
Busquemos una solucién particular de la ecuacién no homogé-
nea (1) en la forma (7), considerando €y y €', como funciones de z,
las que es preciso determinar,
Derivemos la igualdad (7):

V= Cyi + Coyo + Ciyy + Copo.

*) Aqui, ¥10, ¥200 U3 Vio» Yio» ¥3~ son los valores numéricos de las funciones
Ve Vo V% ¥i Va ¥*° cuando x = z,.
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Elijamos las funciones C; y C, de modo que se verefique la
igualdad

Ciys + Coya = 0. (8)

Tomando en consideracién esta condicién adicional, la primera
derivada y* toma la forma:

¥ =Cwi+ Coy.
Derivando esta expresién, hallamos y":
Y ' =Cyi + Cayfs + Ciyi + Caya.
Introduciendo y, y’, y” en la ecuacién (1), obtenemos:
Cyy + Coyfy + Clyi + Cays + a4 (Coyty + Coy) +
+ a2 (Cyy + Coy) = f (x)
6
Ci (Wi + awy + azy) + Colys + ays + @) + Ciyy + Coyz = f (2).

Las expresiones encerradas entre los dos primeros paréntesis
se reducen a cero, puesto que y; e y, son las soluciones de la ecuacién
homogénea. Por consiguiente, la tltima ecuacién toma la forma:

Ciyi - Coyz =1 (). 9)
Asi, la funcién (7) es una solucién de la ecuacién (1), no homo-

génea, cuando las funciones C; y €, satisfacen al sistema de ecua-
ciones (8) y (9), es decir, si

Ciys + Coyo =0, Ciyy + Coya = f (2).

Como el determinante de este sistema es un Wronskiano de las
funciones linealmente independientes y, e y., éste no es nulo; por
tanto, resolviendo el sistema, hallemos C; y €, como funciones
determinadas de x:

Cy= gy (), Co= gy (2).
Integrando tenemos:
Cizf @y (2) dz + Cy; Cz—_—I(Pz(-T)d‘T'fC'a.

donde C; y C, son las constantes de integraci6n.

Introduciendo las expresiones obtenidas de (', y C, en la igual-
dad (7) hallemos una integral dependiente de dos constantes arbi-
trarias Cy y (', es decir, la solucién general de la ecuacién no homo-
génea*),

*) Al hacer C, = C, = 0, obtendremos una solucién particular de la
ecuacién (1).
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Ejemplo. Hallar la solucién general de la ecuacidn

.

¥

y"_-._—_—._z.

Solueién. Hallemos la solucidn general de la ecuacion homogénea:
Y
v'—z=0

: y" 1 2
Como -%-=—;—, tenemos Iny’' =Inx+4-lne; y' =cx; asi:

y=Cyzt4-Ca.

Para que esta expresion sea la solucion de la ecuacién dada, es preciso
determinar €y y €y como funciones de z del sistema

Ciz3-C3-1=0, 20{x-Ci-D=ux,
Resolviendo este sistema encontramos:

i Ci= nlxz.

Cl‘;“?, " 9

de donde, por integracién, obtenemos:
xr _— z:’ —
Ci=5+Cy Cp=—~"+Ca

Introduciendo las funciones halladas en la formula y=C;224-Cy, obte-
nemos la solucidn general de una ecuacion no homogénea:

_ _  x3 28
G, 75 W S S
y=Cyz2 4y 4 3 6

_ _ 3 _
O y=Cat 0y -i-'ri— donde Cg y £'5 son constantes arbitrarias.

Para buscar las soluciones particulares, se puede utilizar el
siguiente teorema.

Teorema 2. Sea una ecuacién no homogénea
V' + ey + ey = fi (@) + [z (2) (10)

tal que su segundo miembro es la suma de dos funciones fy (z) y f2 (2).
Si yy es una solucidn particular de la ecuacion

y' 4+ ey + ay = fi (@), (11)
e Y, una solucién particular de la ecuacién
y" + awy 4 ay = f2 (2), (12)

entonces, Yy -+ y» es una solueidn particular*) de la ecuacién (10).

*) Evidentemente, el teorema correspondicnte es vilido para cualquier
nimero de sumandos del segundo miembro.
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Demostracién. Introduciendo la expresién y; 4 y. en la ecua-
cién (10), obtenemos:

(ys + y2)" + ay (g + y2)" + az (ys + y2) = f1 (2) + f2 (2)

(U1 + awi + aoyy) + (Y2 + aya + o) =fi (@) + f2(2).  (13)

De las igualdades (11) y (12) se deduce que (13) es una identidad.
El teorema queda demostrado.

§ 24. ECUACIONES LINEALES NO HOMOGENEAS
DE SEGUNDO ORDEN CON COEFICIENTES CONSTANTES

Sea la ecuacién diferencial

v +py +ay =1 (), €))
donde p y g son nlimeros reales.

En el parrafo anterior hemos dado un método general para-hallar
las soluciones de las ecuaciones no homogéneas. Si la ecuacién tiene
coeficientes constantes, a veces, es mas fdacil hallar una solueién
particular, sin recurrir a la integracién. Examinemos algunas varian-
tes que se utilizan para resolver la ecuacién (1).

1. Supongamos que el segundo miembro de la ecuacion (1) sea

el producto de una funcién exponencial por un polinomio, que tiene
la forma:

f ()= Py () %, (2)
donde P, (z) es un polinomio de rn-ésimo grado. Entonces son posi-
bles los siguientes casos particulares:

a) El niimero @ no es una raiz de la ecuacién caracteristica

k* + pk 4 q = 0.
En este caso, es preciso hallar la solucién particular en la forma:

Y =(4z" + A"+ ... + 4,) = Q. (z) . (3)

En efecto, introduciendo y* en la ecuacién (1), y reduciendo
todos los términos por e**, tenemos:

Qn (@) + (a +p) Qr (@) + (@ + pa + @) Qn (2) = Pp (2).  (4)

Q, (z) es un polinomio de n-ésimo grado, @, (z) es un polinomio
de (n — 1)-ésimo grado: Q) (z), es de (n — 2)-ésimo grado. Por
consiguiente, a la derecha y a la izquierda del signo de igualdad
se hallan polinomios de n-ésimo grado. Igualando los coeficientes
de las mismas potencias de z (el nimero de los coeficientes descono-
cidos es igual a n + 1), obtenemos un sistema de n -+ 1 ecuaciones
para determinar los coeficientes A,, Ay, 4., ..., 4,.
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b) El nimero « es una raiz simple de la ecuacién caracteristica.

Si procuramos hallar una solucién particular en la forma (3),
obtenemos en el primer miembro de la igualdad (4) un polinomio de
(n —1) — ésimo grado, puesto que el coeficiente de @, (z), es decir,
a® + pa + g, es nulo y los polinomios Q;, (z) y Q% () son de grados
inferiores a n. Por consiguiente, la igualdad (4) no puede ser una
identidad cualesquiera que sean A,, Ay, ..., 4,. Por esto, en el
caso examinado busquemos la solucién particular, en la forma de
un polinomio de (n + 1)-ésimo grado sin término absoluto (puesto
que éste se elimina durante la derivacién)*): y* = z(Q, (z) e=~.

¢) a es una rafz doble de la ecuacién caracteristica. Entonces,
al ser sustituida la funciéon Q, (z) e** en la ecuacién diferencial,
el grado de polinomio disminuye en dos unidades. En efecto, si
a es una raiz de la ecuacidn caracteristica, tenemos: a® +- pa+ g = 0;
ademds, puesto que a es una raiz doble, tenemos 2a = —p (segin
el teorema de dlgebra elemental, la suma de las raices de la ecuacién
de segundo grado reducida es igual al coeficiente del término desco-
nocido de primero grado tomado con signo contrario). Por eso,
20 + p=0.

Por consiguiente, en el primer miembro de la igualdad (4) queda
Q% (z), es decir, un polinomio de (n — 2)-ésimo grado. Para obte-
ner como resultado de la sustitucién, un polinomio de n-ésimo grado,
es preciso buscar una solucién particular en la forma de producto
de ¢** por un polinomio de (n -+ 2)-ésimo grado. Entonces, el tér-
mino absoluto de este polinomio y el término de primer grado se
eliminan durante la derivacién. Por esto, se pueden omitir en la
solucién particular.

Asi, cuando « es una raiz doble de la ecuacién caracteristica,
se puede tomar una solucién particular en la forma:

Y =20 (2) ™.
Ejemplo 1. Hallar la soluciéon general de la ecuacién
vy 4y + By = 2.
Solucion. La solucién general de la ecuacién homogénea correspondiente es:
g = Cie=* | Cae-dx.

Como el segundo miembro de la ecuacién no homogénea tiene la forma
ze9%, [es decir, la forma Py (z) e9*], y 0 no es raiz de la ecuacion caracteristica
k24 4k +3 =0, busquemos una solucién particular en la forma y* =Q, (z) €%,

es decir, haremos:
y' = Ao.‘l—"-" AI'

Introduciendo esta expresién en la ecuacién dada, tenemos:
440+ 3 (Aoz + 4,) = z.

*) Notemos que todos los resultados exémestos arriba son vélidos también
cuando @ es un nimero complejo (esto se deduce de las reglas de derivacién
de la funcién e™*, donde m es un nimero complejo arbitrario; véase § 4, cap. VII).
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Igualando los coeficientes de las mismas potencias de z, obtenemos:
34y =1, 44,4} 34; = 0,
de donde: ’ !
1 4
Ag =—3—' H A1 = —T .
Por consiguiente,
: P | 4
it Saay
La solucién general y=y - y* seri:
y—C‘e"‘-{-Cae'“-]-%x—% .
Ejemplo 2. Hallar la solucién general de la ecuacién
"+ 9y = (2% 1) 8=,
Solueién: La solucién general de la ecuacién homogénea se halla facilmente:
¥ = C, cos 3z - C; sen 3z.
El segundo miembro de la ecuacién dada, (22} 1) ¢3* tiene la forma:
Py (z) e3=,

Como el coeficiente 3 en el exponente de potencia no es rafz de la ecuacién
caracteristica, busquemos una solucién particular de la forma:

y*=Qa(z) e3* 6 y*=(Az24 Bz4-C)edx,
Introduciendo esta expresién en la ecuacién diferencial, tenemos:
(9 (42® + Bz + C)+ 6 (24z 4 B) + 24 + 9 (42% -+ Bz -+ C))ed* =
= (z? - 1) e3%,

Reduciendo ambos miembros por e3% e igualando los coeficientes de las
mismas potencias de =z, obtenemos:

184 = 1, 124 + 18B = 0, 24 4 6B - 18C = 1,

1 1 5ot k .
8 B= 57 C=8_51 . Por consiguiente, 1a solucién particular es:

1 1 5
| O i S e B 3x
¥ (18” 27 ""31)'

de donde: A=

y la solucién general,
y=~Cyco83x+ Cysen 3z + (L C— :c-i—i) £3%
18 27 81 :
Ejemplo 3. Hallar la solucién de la ecuacidn:
y'— Ty + 6y = (z — 2) &=,

Solucién. El segundo miembro de la ecuacién tiene la forma P, () e''%;
donde el coeficiente 1 del exponente es raiz simple de un polinomio caracteris-
tico. Por tanto, busquemos una solucién particular de la forma y* = zQ, (z) e* 6

V=zdz4 B) e
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poniendo esta expresion en la ecuacion, tenemos:

[(Az® + Bx) + (4dz + 2B) + 24 — T (Az* -+ Bz) — 124z + B) +

7 -+ 6 (Az? + Br)le* = (z — 2) &

(—10dz — 58 -}- 24) e* = (z — 2) €~
Igualando los coeficientes de las mismas potencias de z obtenemos:
— 104 =1, — 5B 4 24 = 2,

i
_I_lt)" It = % Por tanto, la solucion particular es:

1 9
* _ ; — —— - e 3
¥ _...r( 10 x r)e‘.‘*".

de donde: 4=

y la solucion general:

{ 9
== 0 0% L0 gp- —_—— ] e,
¥ 1 FCpe™+x ( 10 i ‘!5) €

II. Supongamos que el segundo miembro tien. la forma:
f(x) = P (z) e** cos Pz 4 Q (z) e** scu Pa, (5

donde P (z) y Q (x) son polinomios.

Se puede analizar este caso mediante el jrocedimiento usado
anteriormente, “pasando de las funciones trigonométricas a las
exponenciales.

Sustituyendo cos fz y sen Pz por sus funciones exponenciales,
segin las formulas de Euler (véase § 5 cap. VII) obtenemos:

ifx __ —ipx

ifx —ifx
f@=P@ettl L o@er "t —
2 2i

6
fa)= {% P@+ 50 tz)} Py

+ [% P(z) — 2% Q (z)] i, (8

Entre corchetes se encuentran los polinomios cuyos grados
son iguales al grado superior de P (z) y Q (z). Resulta que hemos
obtenido el segundo miembro de la forma tal, como en el caso I.

Es posible demostrar iaunque lo admitamos sin demostracion)
que se pueden hallar soluciones particulares que no contengan
nGmeros complejos.

Por consiguiente, si el segundo miembro de la ecuacion (1)
tiene la forma

f (@) = P (z) e*“ cos Bz + Q (z) ™" sen fz, (7
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donde P (z) y Q () son polinomios de z, la solucién particular se
determina asi:

a) si nimero @ + if no es una raiz de la ecuacién caracteristica,
es preciso buscar una soluciéon particular de la ecuacién (1) en la
forma:

y" = U (z) e*“cos Pz + V (z) €** sen Px, (8)

donde, U (z) y V (2) son polinomios cuyo grado es igual al grado
superior de los polinomios P (z) vy Q (z);

b) si el nimero a -+ if es una raiz de la ecuacién caracteristica,
una solucién particular adquiere la forma:

y =z[U (2) e**cos Bz + V (2) ¢ sen Pz). 9

Para evitar errores eventuales notemos que las formas indicadas
de las soluciones particulares (8) y (9) son validas también, evidente-
mente, cuando en el segundo miembro de la ecuacién (1) uno de
los polinomios P (z) y Q () es idénticamente igual a cero, es decir,
cuando el segundo miembro es de la forma:

P (z)e* cosPz 6 Q(z)e* senPur.

Consideremos, ahora, un importante caso particular. Supongamos
que el segundo miembro de una ecuacién lineal de segundo orden es:

f(z)= M cos Pz} N sen fz, (79

donde, M y N son las constantes.

a) Si Bi no es una raiz de la ecuacién caracteristica, busquemos
una solucién particular de la forma:

y* — A cos Pz -+ B sen pz. (8"

b) Si pi es una raiz de la ecuacioén caracteristica, busquemos una
solucién particular de la forma:
y* = z (A cos Pz -+ B sen fx). (9"

Notemos que la funcién (7°) es un caso particular de la funcién (7)
(P (z) = M, Q (z) = N, a = 0); las funciones (8") y (9") son casos
particulares de las funciones (8) y (9).
Ejemplo 4. Hallar la integral general de la ecuacion lineal no homogénea
y" -+ 2y + 5y = 2 cos z.
Solucién. La ecuacién caracteristica
K242+ 5=0

tiene las raices: k, = — 1 4 2i; ky = —1 — 2i. Por eso, la integral general
de la ecuacion homogénea correspondiente es:

¥ = e~* (C, cos 2z + C; sen 2z).
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; Busquemos una solucién particular de la ecuacién no homogénea de la
orma:
y* = A cosz+ B sen z,

donde, A y B son log coeficientes constantes a determinar. Introduciendo y*
en la ecuacién dada, tenemos:

—Acosz — Bsenz—+ 2(—Asenz+ Bcosz)|
~+5(A cos z 4 B sen z) = 2 cos z.

Igualando los coeficientes de cos z y sen z, obtenemos dos ecuaciones para
determinar 4 y B:
—A+ 2B+ 54=2;, —B — 24+ 5B =0,
de donde

2 1
A= B=—.

La solucién general de la ecuacién dada es: y =y 4 y*, es decir,
y=e¢"%(Cycos 224C, sen 2::)-}—-;— cos z-|-—1-1(T sen z.
Ejemplo 5. Hallar la solucién de la ecuacién
y" -+ 4y = cos 2z.

Solucién. Las raices de la ecuacion caracteristica son: ky = 2i, ks = —2i;
por tanto, la solucién general de la ecuacién homogénea tiene la forma:

§ = Cy cos 2z 4+ Cg sen 2z.
Busquemos una solucién particular de la ecuacién no homogénea de la forma:

y* = z (A cos 2z |- B sen 2x).
Entonces,

y** = 2z (—A sen 2z -~ B cos 2z) -+ (A4 cos 2z - B sen 2z),
y*” = —4z (—A cos 2z — B sen 2z) -} 4 (—A sen 2z -~ B cos 2z).

_ Introduciendo estas expresiones de las derivadas en la ecuacion dada e
igualando los coeficientes de cos 2z y sen 2z, obtenemos un sistema de ecuacio-
nes para determinar 4 y B:

4B = 1; —44 =0,

de donde A=0; Br—-%. Pues, la integral general de la ecuacion dada es:

y=0Cy co8 2z + Cy sén 2z+-%—  sen 2z.
Ejemplo 6. Hallar la solucién de la ecuacién
y" — y = 3e** cos z.
Solucién. El segundo miembro de la ecuacién tiene la forma:
f (z) = &** (M cos z - N sen z),

siendo M = 3 y N = 0. Las raices de la ecuacién caracteristica k* — 1 = 0
son: ky = 1, kg = —1. La solucién general de la ecuacién homogénea es:

J=Cre*+ Coe™=.
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Como el nimero & if = 2 i-1 no es raiz de la ecuaciéon caracteristica,
busquemos una solucién particular de la forma: y* = ¢2* (A cos z -- B sen z).

Poniendo esta expresion en la ecuacién y al’ectuundo la reduccién de los
términos semejanies, obtenemos:

(24 - 4B) €* co8 z -+ (—4A4 - 2B) e2* sen z = 3% cos z.
Ignalando los coeficientes de cosz y sen z, tenemos:
244 4B =3, —4A-+ 2B=0.
3 4

De donde: A=-1-0m H B:—g—. Por consiguiente, la solucién particular es:

3 3
*_pox = o
y*=¢ (10 €08 2+ senx] )
y la general,

y=Ce® 4 Cpe~% | 2% (% cosx+—§1-san :c) .

§ 25. ECUACIONES LINEALES NO HOMOGENEAS
DE ORDENES SUPERIORES

Sea la ecuacion

VWtay" T+ L Fay=1(@), &
donde, a4, @y, . . ., 4,, f (x) son funciones continuas de = (o cons-
tantes).

Supongamos que se conoce la solucién general:
"} == Ciyl -+ Czyz + ... + Cnyn (2)
de la ecuacion homogénea:
yfn]_I_ ajy(n_l)+ %y{n—Zl + i + any=0' (3)

Igual que en el caso de la ecuacién de segundo orden, para la
ecuacion (1) es valido el siguiente teorema:

Teorema. Si y es la solucién general de la ecuacién homogénea (3),
e y* es una solucién partic:lar de la ecuacién no homogénea (1), entonces

Y =9+ y*
es la solucién general de la ecuacién no homogénea.

Asi, andlogamente al caso de la ecuacién de segundo orden,
la integracién de la ecuacién (1) se reduce a la bisqueda de una solu-
cién particular de la ecuacion no homogénea. -

Igual que para la ecuacion de segundo orden, se puede encontrar
una solucion particular de la ecuacién (1) por el método de la varia-

¢ion de las constantes arbitrarias, suponiendo que en la expresion (2)
Cy, Csy ..., C, son las funciones de z.
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Formemos el sistema de ecuaciones (comparar § 23):
Ciys+Copp+ .. +Cryrn=0, )
Cyi+Coa+ ... +Cryn=0,
....................... (4)
Cw"™ + Caf P+ L+ Ot =0, J

Cot "+ C " L Gyt =1 (a).

Este sistema de ecuaciones, con funclones desconocidas C;, C,, . . .

., C4, tiene soluciones bien determinadas. (X1 determinante de
los coeficientes de C;, Cy ..., Ch, es el Wronskiano compuesto
por las soluciones partlculares ¥is Y2y -+ +» Yp de la ecuacion homo-
génea y como, segin la hipdtesis, estas soluciones particulares son
linealmente independientes, el Wronskiano es distinto de cero).

Asi, el sistema (4) puede ser resuelto respecto a las funciones
CiCy, ..., Ch. Después de hallar estas funciones e integrarlas,
obtenemos:

Ci=S§Cidz+Cy; Co=1§Chdz+Co; ...; Cn—§ Cpdz+Ch,

donde Cy, Cy, ..., C, son las constantes de integracién.
Demostremos que en este caso la expresion

Y* =Cuyi + Coypa + ... + Cothn (%)

es la solucién general de la ecuacién no homogénea (1).
Derivemos n veces la expresién (5), tomando cada vez en con-
sideracion las igualdades (4); entonces tenemos:

=Ciy+Coya+C3y + ... +Cr¥yn,
¥ =Cii+Cas+Coa+ ... + Cula,

YU =Cu T+ G+ L G,

P =Ci® + P + - r,vy‘n“’+f(x)r
Multiplicando los términos de la primera ecuacién por a,, los
de la segunda, por 4,4, ..., y, finalmente, los de la peniltima
ecuacién por a; y sumando, obtenemos:

y*(n) o a’y"“_ﬁ-‘- e any‘_:f(x)l

puesto que yi, Y2, ..., Y, son las soluciones particulares de la
ecuacion homogénea y, por consiguiente, son nulas las sumas de
los términos por columnas.

Por consiguiente, la funcién y* = Cyys + ... + Cpy, [donde
Cy, ..., C, son las funciones de z, determinadas de las ecuacio-
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nes (4)] es una solucién de la ecuacion no homogénea (1), y, como
la solucién depende de n constantes arbitrarias Cy, Ca, ..., C,,
ésta es también la solucion general.

El teorema queda demostrado.

A veces, se puede hallar mas ficil las soluciones particulares
de una ecuacién no homogénea de orden superior con coeficientes
constantes (§ 24). Se usan siguientes procedimientos:

1. Supongamos que el segundo miembro de la ecuacién dife-
rencial sea una funcién [ (z) = P (z) ¢*¥, donde P (z) es un poli-
nomio de z. Es preciso dislinguir dos casos:

a) si @ no es una raiz de la ecuacidn caracteristica, busquemos
una solucion particular de la forma:

y =0 @) e,
donde @ (x) es un polinomio del mismo grado que P (z), pero con
coeficientes indeterminados;

b) si @ es una raiz de multiplicidad p de la ecuacion caracteristi-
ca, busquemos una solucion particular de la ecuacion no homogénea
de la forma:

vt =2"Q @),
donde Q (z) es un polinomio del mismo grado que 7 (x).

I1. Supongamos que ¢l segundo miembro de la ecnacion es de la

forma:

f(x) = M cos pr -+ N sen pu,
donde M y N son ntmeros constantes. Entonces, la forma de la
solucién particular se define del modo siguiente:

a) si Pi no es una raiz de la ecuacion caracteristica, la soluciéon
particular es de la forma:

y* = A cos px + B sen P,
donde A y B son coeficientes constantes indeterminados;

b) si Pi es una raiz de la ecuacién caracteristica de multiplicidad
B, entonces:

y =" (4 cosPa + BsenPa).

IT1. Sea

f@) =P (x) * cos Pr 4 Q (7) ¢ sen P,

donde, P’ (z) y Q () son polinomios de z. Entonces:
a) si o -+ Pi no es una raiz del polinomio caracteristico, busque-
mos una solucién particular de la forma:

y = U (2) ¢**cos Pz + V () €*F sen Pz,

donde U (z) y V (z) son polinomios cuyo grado es igual al grado
superior de los polinomios P(z) y Q (2);
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b) si @ 4 Pi es una raiz de multiplicidad p del polinomio carac-
teristico, busquemos una solucién particular de la forma:

v' = z"[U (z) e*=cosPz + V () e**sen Pz],

donde U (z) y V () tienen el mismo significado que en el caso a).

Observacién general respecto a los casos 1I y I11. Si en el segundo
miembro de la ecuacién se halla una expresién que contenga sélo
cos Pz 6 sen Pz, es preciso buscar una solucién de la forma indicada
arriba, es decir, con un seno y un coseno. En otras palabras, del
hecho de que el segundo miembro no contenga cos Pz 6 sen pz de
ninguna manera se deduce que la solucién particular de la ecuacion
no contiene estas funciones. Podemos convencernos de lo dltimo,
examinando los ejemplos 4, 5, 6 del parrafo anterior, asi como el
ejemplo 2 del péarrafo presente.

Ejemplo 1. Hallar la solucién general de la ecuacién

ylv—ymx‘hl— i.

Solucién. Las raices de la ecuacion caracteristica k4 — 1 = 0 son:
k=1, ke= —1, ky=1i k= —i.

Hallemos la solucién general de la ecuacion homogénea (véase el ejem-
plo 4 § 22):
J=Cie*+Coe~*4-Cycos x4 Cysen z.

Busquemos una solucién particular de la ecuacién no homogénes de la forma:
y* = Agr® 4 Az Agz 4 A,
Derivando y* cuatro veces e introduciendo las expresiones obtenidas en
la ecuacién dada, tenemos:
—Agz? — Az? — Az — Ay = 28+ 1.
Igualemos los coeficientes de las mismas potencias de z:

—Ag=1; —A;1=0; —Ay=0; —Az=1.

Por tanto,
y*=—x3—1,

Hallemos la intag-ral general de la ecuacién no homogénea segin la for-
mula: y=g-4y*, es decir,

y=Ce*4Coe*4Cycosz-Cysenz—z3 —1.

Ejemplo 2. Hallar la solucién de la ecuacién

yw—y=5cas Z.

Solucién. Las raices de la ecuacién caracteristica k% — 1=0 son: k; = 1,
ks = —1, kg = i, k, = —i. Por tanto, la solucién general de la ecuacién
homogénea correspondiente es:

F=Cye*+Coe~*4Cacosz+Cysen z.
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y Luego, el segundo miembro de la ecuacién no homogénea dada tiene la
orma:

f(z)=M cosz-+N sen z,

donde M =5, N =0,

Como i es una raiz simple de la ecuacién caracteristica, busquemos una
solucion particular de la forma:

y* = z (4 cos z -} B sen z).
Introduciendo esta expresion en la ecuacién, hallamos:
4A4 sen z — 4B cosz = Scos x,
de donde
44 =0, —4B = 5,
5

6, A=0, B: ——4- .
La solucién particular de la ecuacién diferencial dada es, entonces:
5
y¥= —- ¥senz,

y la solucién general es:

p=Ce*4-Coe*{-Cyzcos ::+C‘sen:=--—g— ¥ gon ¥,

§ 26. ECUACION DIFERENCIAL DE OSCILACIONES MECA NICAS

El objeto del pdrrafo presente y de los siguientes es el estudio
de un problema de la mecanica aplicada con ayuda de las ecuaciones
diferenciales lineales.

Supongamos que una carga de masa  reposa sobre un resorte
elastico (fig. 268). Designemos por y la desviacién de la carga de

Fig. 268

su posicién de equilibrio. Consideremos la desviacién hacia abajo
como positiva y hacia arriba, como negativa. En la posicion de
equilibrio la fuerza del peso es compensada por la elasticidad del
resorte. Supongamos que la fuerza que tiende a volver la carga a la

7—536
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posicion de equilibrio, 1lamada eldstica, sea proporcional a la desvia-
cion, esdecir, la fuerza elasticaesigual a—Fky, donde k es una magnitud
constante para el resorte dado (asi llamada «rigidez del resorte»)*).

Supongamos que al movimiento de la carga Q se npone una fuerza
de resistencia proporcional a la velocidad del movimiento de la

|£stady de equilibrio

T
Fig. 269
carga respecto al punto mas bajo del resorte, es decir: una
fuerza —Av = —7\.3—?, donde A = const >0 (amortiguaﬂor]. Forme-

mos la ecuacién diferencial del movimiento de la carga sobre el
resorte. En virtud de la segunda ley de Newton tenemos:

dzy dy
Q—=—ky —A—— 1
ar o dt @

(aqui, & y A son nimeros positivos). Hemos obtenido una ecuacién
diferencial lineal homogénea de segundo orden con coeficientes
constantes.

Escribdmosla en la forma:

%+p%+9y=0. )
donde
. S
e

Supongamos, ahora, que el punto inferior del resorte efectia
movimientos verticales segiin la ley z = @ (¢). Este fendmeno puede
tener lugar, por ejemplo, cuando el extremo inferior del resorte esta
fijado a un rodillo que junto con el resorte y la carga se mueve a lo
largo de un camino de relieve desigual (fig. 269).

*) Los resortes cuya fuerza eldstica es proporcional a la deformacién se
-laman resortes con ecaracteristica lineals.
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En este caso la fuerza elastica no es igual a —ky, sino a
—k ly + ¢ (1)); la fuerza de resistencia serda —A [y" + ¢ ()],
y en lugar de la ecuacion (1) obtenemos la ecuacion:

dy dy |, ;
Q e + A g7 +ky=—ko(t) —hy' (2) (2)
]
d’y dy _
2 e =), (2)
donde:

ko () + Ao’ ()
Q

Hemos obtenido una ecuacion diferencial no homogénea de

segundo orden.
La ecuacién (1') se llama ecuacién de las oscilaciones libres,

la (2), de las oscilaciones forzadas.

f)=—

§ 27. OSCILACIONES LIBRES
Examinemos primero la ecuaciéon de las oscilaciones libres
yv'+py +qy=0.
Escribamos la ecuacion caracteristica correspondiente:

k* + pk + q =0,
y hallemos sus raices:

S 2
p
A‘1=H§—f— V%——q; kz=_'%__V%-_ 4
2

1) Sea -2

4
reales negativos. La solucion general se expresa mediante funciones
exponenciales:

y=C™" 4 Cpe™! (ks < 0, kp<<0). )

De esta formula se deduce que cualesquiera que sean las condi-
ciones iniciales, la desviacion y tiende asintoticamente a cero,
cuando f — oo. En el caso dado no habrén oscilaciones, puesto que
las fuerzas de frenado son grandes en comparacién con el coeficiente
de rigidez &k del resorte.

=q. En esle caso las raices &, y k&, son nimeros

T
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2
2) Sea -‘—Z—=q; entonces la raiz &, equivale a k, y ambas son
iguales al nimero negativo —%. Por tanto, la solucién general es:
R —ulh = L
Yy _--—-Cie 2 + Cgte 2 = (Ci + Can e z, (2}

Aqui la desviacion también tiende a cero para { — oo, sin embargo,
con menor velocidad que en el caso anterior (merced a la presencia
del factor Cy + Cof).

y Y=Asen(ptgy)

AN %52

A3

-t S
440 K3
T‘ —
-
Fig. 270

3) Sea p = 0, es decir, supongamos que no hay fuerza de frenado.
La ecuacién caracteristica tiene la forma:

k'+q=0,

y sus rafices son: k, = Pi; ks = —pi, donde p = Vq.
La solucién general es:

y = Cy cos pt + Cy sen Pt (3)

Sustituyamos en la dltima férmula las constantes arbitrarias
Cyy C, por otras A y ¢, ligadas con Cy y C, por las relaciones:

Cy = A sen ¢y, C» = A cos go.
Las constantes A y @ en funcién de €y y C; se determinan asi:

A=VCi+C:, Qo= arctggl .
2

Introduciendo los valores de 'y y C; en la férmula (3), obtenemos:

y = A sen qq cos Bt -+ A cos ¢, sen fit

y = A sen (Bt + @o). (3

Estas oscilaciones se llaman arménicas. Las curvas integrales
son las sinusoides. El intervalo de tiempo 7', durante el cual el
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argumento del seno varia en 2z, se llama periodo de oscilaciones;
en nuestro caso T = —2—7-‘- El numero de oscilaciones durante
el tiempo 2n se llama frecuencia de oscilaciones. En el caso dado
la frecuencia es igual a p. La constante A que es la desviacién maxima

Y
N
~
y=Aesen (pt+gy)
e —
‘ N e —
- s o8
P -~
-~
”
Fd
4
Fig. 271

a partir de la posicién de equilibrio se llama aemplitud de movi-
miento oscilatorio y q, es la fase inicial. La grafica de la funcién (3')
se da en la figura 270.

P
4) Sea p£0 y <
En este caso las raices de la ecuacion caracteristica son los niime-

ros complejos:
k1=a-}—iﬂ, kz=ﬂ‘—“£ﬁu

__P _‘|/ P
o= 2<0. ﬁ— —'7*'.

La integral general tiene la forma:

donde

y=e*" (Cyco8 Bt - C, sen pt) (4)

(=%

y=Ae* sen (Bt 4 qp). (%)

Como amplitud estamos obligados a tomar la magnitud Ae=!
que depende del tiempo. Como @ << 0, la magnitud tiende a cero
cuando ¢ — oo, es decir, en este caso, se trata de oscilaciones amor-
tiguadas. La grifica de estas oscilaciones se da en la figura 271.
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§ 28. OSCILACIONES FORZADAS

La ecuacion de las oscilaciones forzadas tiene la forma:
v’ +py +ay=1Q.
Analicemos el importante caso practico, cuando la fuerza pertur-
badora externa estd representada por la funcién peridédica
f () = asen wt;
entonces, la ecuacion toma la forma

y" -+ py + qy = asen ot. (1)
2
1) Supongamos al principio que ps=0 y % < q, es decir, las

raices de la ecuacidn caracteristica son los niimeros complejos
a + if. En este caso (véase féormulas (4) y (4") § 27), la solucién
general de la ecuacién homogénea tiene la forma:

y= Ae* sen (Bt + qo). (2

Busquemos una solucién particular de la ecuacién no homogénea
de la forma:

y* = M cos wt 4+ N sen wt. (3)

Introduciendo esta expresion de y* en la ecuacion diferencial
original, encontramos los valores de W y N:

- —poa . . o) a
(¢ — ) +p'e”’ (g — o) +p'’

Antes de introducir los valores hallados de M y N en la igual-
dad (3), introduzcamos las nuevas constantes A* y ¢*, haciendo
M = A* sen ¢*, N = A¥* cos g*,

es decir,
a
Vig— o +po*
Entonces, la solucién particular de la ecuacién no homogénea
se puede escribir en la forma
y* = A* sen ¢* cos wt 4 A* cos ¢* sen wt = A* sen (ot | ¢¥),
0, en definitiva,

A'=VM N =

tg(p.—ﬁ
N .

* a *
y = - sen (o 4+ ¢ ).
Vig— o +p'e’ :
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La integral general de la ecuacién (1) es igual a y = y + y*,
es decir,

y=Ae*'sen (Bt + @) + -
Vig— o +pe’

El primer término de la suma que se encuentra en el segundo
miembro (la solucién de la ecuacion homogénea) representa las
oscilaciones amortiguadas. Este término disminuye al crecer ¢,
¥, por tanto, dentro de cierto intervalo de tiempo, el segundo miem-
bro adquiere el valor principal, que determina las oscilaciones
forzadas, La frecuencia ® de estas oscilaciones es igual a la frecuen-
cia de la fuerza externa f (¢); la amplitud de las oscilaciones forzadas
es tanto mayor, cuanto menor es p y cuanto més se acerque o” a gq.

Analicemos mas detalladamente cémo la amplitud de las osci-
laciones forzadas depende de la frecuencia w, para diferentes valo-
res de p. Designemos por D (@) la amplitud de las oscilaciones
forzadas:

sen (ot + ¢°).

a
Vig— o)’ + p*o’

Hagamos ¢ = ¥ (para p = 0; f; seria igual a la frecuencia de
las oscilaciones propias). Entonces tenemos:

D (w) =

D{m}zy(ﬁz_:z)a_f_ 2(.;2: 5 :a 2 z 2 !
TR S 4 P s
B By B
Introduzcamos las designaciones:
w P
—:l' a =",
P " Py L

donde, A es la razon de la frecuencia de la fuerza perturbadora a la

frecuencia de las oscilaciones libres del sistema; la constante A

no depende de la fuerza perturbadora. La magnitud de la amplitud
se expresa entonces por la formula:

D)= = —.

BIV (1 — A% 4 y°a*

Hallemos el midximo de esta funcion. Este corresponderd eviden-

temente al valor de A, para el cual el cuadrado del denominador
sea minimo. Pero el minimo de la funcién

Vi =+ (5)

(4)
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se alcanza cuando
Y

— , JESE.

2 "

2
.|||I' ¥
Y 1——4-.

Por tanto, la magnitud maxima de la amplitud es igual a
—_— a X
Dmﬁ: e __-__—2
v V11—

Las grificas de la funcién D ()) para diferentes valores de vy,
se dan en la figura 272 (para concrelar las ideas, al construir las

y es igual a

5"
L =
Shi
45 —

40 - \
\
\ i
\l
NI 74\

W\

b b o]
7=
mm——
|
|

S )

= L

s e
I<43>

7=

1

=

15
1 \\
. N
’u
05
— ]
o 0% 05 07 10 125 15 45 20 25 A

Fig. 212

graficas, hagamos: a = 1, By = 1). Estas curvas se llaman curvas
de resonancia.
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De la férmula (5) se deduce que para y pequeiias el valor maximo
de la amplitud se alcanza cuando los valores de A son préximos a la
unidad, es decir, cuando la frecuencia de la fuerza externa es pro-
xima a la de oscilaciones libres. Si y = 0 (por tanto, p = 0), es
decir, si no existe resistencia al movimiento, la amplitud de las
oscilaciones forzada_g crece indefinidamente cuando A — 1, es deecir,
para @ — By = V¢

lim D (A) = oo.
G=0

Cuando ®? = gq, tiene lugar el fenémeno de resonancia.

2) Supongamos ahora que p = @, es decir, examinemos la ecua-
ciébn de oscilaciones elasticas sin resistencia, en presencia de una
fuerza externa periddica:

y" 4+ qu = a sen wt. (G)
La solucién general de la ecuacion homogénea es:

E! = (ycos pt + C,sen Bt (p* = q).

Si P = w, es decir, si la frecuencia de la fuerza externa no es
igual a la frecuencia de las oscilaciones propias la solucion particu-
lar de la ecuacién no homogénea se escribe en la forma:

y* = M cos ot + N sen wi.

Poniendo esta expresion en la ecuacién de partida, hallamos

M=0, N=—1_.
qg— @
La solucién general es:
y= A sen (Bt 4 q,) + g - sen wi.
qg— "

Asi, el movimiento se obtiene como resultado de la superposi-
cion de las oscilaciones propias de frecuencia f y de las oscilaciones
forzadas de frecuencia w.

Si p = @, es decir, la frecuencia de las oscilaciones propias
coincide con la frecuencia de la fuerza externa, la funcién (3) no es
solucién de la ecuacién (6). En este caso, en virtud de los resultados
del § 24, busquemos una solucién particular de la forma

y* = 1 (M cos ot + N sen wi). (7
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Introduciendo esta expresion en la ecuacion, encontremos M y N:
@ . .
M=——; N=0.
2w

Por tanto:
Ayt
a
/7 Fe — — 5

- . // i 3 tcos of.

28 s La solucion general es de la
a=const forma:
p=canst ,~ a

4 y = A sen (Bt + qo) — — tcos ft.
s 2w

,A El segundo término del segundo
7 miembro muestra que, en este caso,
la amplitud de las oscilaciones
N crece indefinidamente cuando el
N tiempo ¢ crece de la misma manera
(t — oo). Este fenémeno que tiene
N lugar cuando la frecuencia de las
N propias oscilaciones del sistema
N coincide con la frecuencia de la
fuerza externa, se llama resonancia.
N La grafica de [a funcion y* estd
Fig. 273 dada en la figura 273.

(%i\

§ 29, SISTEMAS
DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Durante la resolucién de un gran nimero de problemas se nece-
sita hallar las funciones y, =y (2), Yo =y2 (¥), . . . Yo=Y (2),
que satisfagan a un sistema de ecuaciones diferenciales bajo la
condicion de que estas ecuaciones contienen el argumento z, las
funciones desconocidas yy, ¥a, . . .. UYu ¥ sus derivadas.

Examinemos el sistema de ecuaciones de primer orden:

dyy
dx

d
& = i‘.’. (1" o Yoo oo oy yn).

= fifz, Y, Y2 .- Yl

—‘_=fn(.f‘ Ui U2y v oy yn,,
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donde yi, Y2, ..., Yo son las funciones desconocidas, y z es el
argumento.

Un sistema que tiene en los primeros miembros de las ecuaciones
las derivadas de primer orden y en los segundos miembros no las
tiene se llama sistema normal.

Integrar este sistema significa determinar las funciones yy, ¥, .. .
.+ .y Yn, que satisfagan al sistema (1) de ecuaciones y a las condi-
ciones iniciales dadas:

(yl)x=xﬂ = Yio» (yz)x=xg =Ya0y -+ (yn)x=.\'o = Ynp- (2)

La integracién del sistema de la forma (1) se realiza del modo
siguiente,
Derivemos la primera de las ecuaciones (1) respecto a

dy,  0fy afy dy, ofy dya
=t L e
dx ar dy, dx Oy, dx
; T dy,  dys dYn
Sustituyendo las derivadas R por sus expre-
siones respectivas f,, fp, ... f, de las ecuaciones (1) obtenemos:
dzy!
=Fo(z, Y4 ..y, Yn).
a7 (x, ¥y Yn)

Derivando la ecuacion obtenida y procediendo de la misma
manera hallamos:

d* -
ﬁ =Fy(x, yi, Yo «nn Un).
Continuando asi, obtenemos en definitiva, una ecuacion
d"y,
d_};" =Fn (‘rl yll ..y yl&)'
De este modo hemos obtenido el sistema siguiente:
d '
%‘:;"! (I‘ Hao v ey yn).
day:
=F,(z, ¥y ..., Ua),
d‘zz 2( LK u ) (3)
d'ﬂ
y,: = Fn (.E', Y1y 2 yn}
dr
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De las primeras n—1 ecuaciones determinemos ya, ¥s ... Yn»

. . dys
expresindolas en funcién de z, y; v las derivadas T Tt
d™ 1y,

Y2= (xr Y1, y’lv vy y“““ﬂ]l

Ys= @3 (& Y1 Yo -- 0 YT,

(4)

Yn=n (& Yo Yir - BD).

Poniendo estas expresiones en la ultima ecuacién del siste-
ma (3), obtenemos una ecuacién de n — ésimo orden para hallar yi:

LY @z, g v ¥ (5)
d.‘.l'ﬂ ] ] ] v 'I.
Resolviendo esta ecuacién, determinemos y;:
¥ = Py (I, Cis Cav v v Cn}- (6)
Derivando esta expresion n—1 veces hallemos las derivadas
dy, d*y 1y ; i g
a2 Ed T a T como funciones de =z, (4, Cs ..., Cn.
Sustituyendo estas funciones en (4), determinemos ¥, Ya, - .., Yn!

............... {7)

Un =q’n (zu Ch CZv waey Cn)-
Para que la solucién obtenida satisfaga a las condiciones ini-
ciales dadas (2), es suficiente determinar de las ecuaciones (6) y (7)

los valores correspondientes de las constantes C4, Cp, ..., Cy
(como hemos hecho en el caso de una sola ecuacién diferencial).

Observacién 1. Si el sistema (1) es lineal respecto a las funcio-
nes desconocidas, la ecuacién (5) sera también lineal.

Ejemplo 1. Integrar el sistema:

dy _ dz _
So=vtite o= —dy—3:if2e (@)

con las condiciones iniciales:
Wemo=1 (Byep=0. (b)
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Solueidn:
1) Derivando la primera ecuacion respecto a =, tenemos:

d¥y _dy | dz
r i i

Sustituyendo aqui las expresiones % y i tomadas de las ecuacio-

dz

nes (a), obtenemos:

= (ys2)+ (=g — 35+ 20) +1

dz?

PF: By byt-Bai
T = - z+43zr+1. (c)

2) De la primera ecuacion del sistema (a) hallamos:

9
L (d)
v, haciendo la sustitucién en la ecuacién (c), obtenemos:
d? d,
-a—-a—:-i—= —3y—2 (d—i—y—z) +3z--1
§ 2
d d
2t ty=52+41. ©
La solucién general de la ‘iltima ecuacién es:
y=(Cy+Caz) e=*4+52—9 (f)
y en virtud de (d):
2= (Cy~2Cy —2Cyx) e~*— 6z + 14. (g)

Elijamos las constantes C; y Cp de manera que se satisfagan las condi-
ciones iniciales (b):
(W ymo=11 (2)3=p=0-

Entonces de las igualdades (f) y (g) se deduce:
{22Cy—0; OmeCy—20,414,

de donde: Cy=10; C;=6.
Por consiguiente, la solucién que satisface a las ecuaciones iniciales
dadas (b) toma la forma:

y=(104-6x)e *}-5x—9, z=(—14—12x) e *—6z+14.

Observacién (2). En los razonamientos expuestos hemos supues-
to que es posible determinar las funciones y,, ys, ... y, de las
primeras (n — 1) ecuaciones del sistema (3). Pero, puede ocurrir
que las variables y;, ... y, se eliminan del nimero menor que
de n ecuaciones. Entonces para determinar y obtenemos una ecua-
ciéon de orden inferior a n.
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Ejemplo 2. Integrar el sistema:

dz .ody . dz
Gr=vtE =t =t

Solucién. Derivando la primera ecuacién respecto a ¢, hallamos:
d¥xz dy  dz _ d¥z
d—ﬂ--ﬁ“}‘ﬁ—(z‘l‘z}-f"{f—l—y)- =22 tyte

Eliminando las variables y y z de las ecuaciones

dz d2x
W'—‘-F‘l—z: wﬂzx‘l-!f-I“zr
obtenemos una ecuacién de segundo orden respecto a «x:
d2r drx
e
Integrando esta ecuacion obtenemos su solucién general:
g =Cye~!+ Cpe?, (@)
de donde hallamos:
dx dx
T = —Ciet 4202 y y=— —z= —Cpem! 42052 . )

Poniendo las expresiones halladas para « e y en la tercera ecuacién de)
sistema dado, obtenemos una ecuacién que permite determinar z:

j—i-{-z:SCzel“.
Integrando esta ecuacidn, hallamos
2=Cge |- Cpell, (v
Pero, entonces, en virtud de las ecuaciones (B) ohtenemos
p=—(Cy+Cy) e7! - Cpe?t. (®)
Las ecuaciones (), (6) ¥ (y) dan la solucién general del sistema propuesto.

Las ecuaciones diferenciales de un sistema pueden contener
las derivadas de ordenes superiores. En este caso se forma el
sistema de las ecuaciones diferenciales de 6rdenes superiores.

Asi, por ejemplo, el problema del movimiento de un punto material bajo
la accién de la fuerza F se reduce a un sistema de tres ecuaciones diferenciales
de segundo orden. Sean F., Fy, F. las proyecciones de la fuerza F' sobre los
ejes de coordenadas. La posicion del punto en cada instante ¢ se determina
por sus coordenadas z, y, z. Por consiguiente, z, y, z, son funciones de ¢ Las
proyecciones del vector de la velocidad del punto material sobre los ejes de
coordenadas seran:

dx dy dz

dr dt ' dr

Supongamos que la fuerza F y, por consiguiente, sus proyecciones Fy,
Fy, F,dependen del tiempo ¢, las posiciones z, y, z del punto y de la velo-

cidad de su movimiento, es decir . a3

dt ' Tdt ' dt
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Las funciones buscadas en este problema son:
z=z(), y=y ), z=2(1).

Estas funciones se determinan a partir de las ecuaciones de la dindimica
(ley de Newton):

iz : dz dy ds ]
nms Fx(" Tl =g Tge dt)'
a2y dx dy dz 8
mm_s—Fv(t'z'y'z‘ dt ' dt’ d!)' g
s dz dy  dz
m _le:Fz (‘. Ty Uy &y dt ' di’ dt] ’

Hemos obtenido un sistema de tres ecuaciones diferenciales de segundo
orden. Si el movimiento es plano, es decir, si la trayectoria es una curva plana
(que yace, por ejemplo, en el plano Oxy), obtenemos un sistema de dos ecuacio-
nes para determinar las funciones z (1) e y (¢):

d?r dz dy
mgm=Fs (0o G 3. @
o0,

(10)

Se puede resolver un sistema de ecuaciones diferenciales de érdenes supe-
riores, reduciéndelo a un sistema de ecuaciones de primer orden. Utilizando,
por ejemplo, las ecuaciones (9) y (10), mostremos el método de la resolucion.
Introduzeamos las designaciones:

dr d .
—&—!-- = Uy ?E—= V.
Entonces:

d2r  du d?y dv

diz  de ' Tdi2 . ar

El sistema de dos ecuaciones (9) y (10) de segundo orden con dos funcio-
nes z (t) e y (¢) desconocidas se sustituye por un sistema de cuatro ccuaciones
de primer orden con cuatro funciones desconocidas x, y, u, v:

dx dy
at 0 T "
du
mW'ZF'c (!! z, U, u, b‘)|

dv
mT=F&, (t, =, ¥, u, v).

Notemos en conclusién, que este método general para solucionar los siste-
mas de ecuaciones diferenciales se puede reemplazar, en algunos casos concre-
tos, por uno u otro procedimiento artificial que conduce mas réipidamente al
objetivo.

Ejemplo 3. Hallar la solucién general del sistema de ecuaciones diferen-
ciales.
d2y d2z
TGE=P dE v
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Solucién. Derivemos ambos m;embroa de la primera ecuacién dos veces
consecutivas respecto a z:

s
dzd  da?

d2z 5 ;
Pero, 42T =Us por consiguiente, obtenemos la ecuacién de cuarto orden:

dly
dxd =¥

Integrando esta ecuacién, obtenemos su solucién general (véase § 22,
ejemplo 4, cap. XIII, tomo II).

y=Cye*+Coe*+Cycosz+Cysenz,

2 s -
Hallando de esta ecuacion 3;’; y sustituyendo esta expresién en la pri-
mera ecuacién determinamos zt
2=C1e*4-Cpe-*—Cycosz—Cysen z.

§ 30. SISTEMAS
DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES
CON COEFICIENTES CONSTANTES

Supongamos que tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales

dz )

-d_tl =ayZi+ apte + ... + Gpy,

dz,

v—dt— = floy Xy —f—‘ AonTy + . ATy, (1)
dz,

Tj;" = Qn 1y + [/ ) + e + Apn¥p,

J

donde los coeficientes a;; son constantes, Ademas, t es el argumento;
xy (1), z2 (), ..., z, (2) son las funciones desconocidas. El siste-
ma (1) se llama sistema de ecuaciones diferenciales lineales homo-
géneas con coeficientes constantes,

Como hemos indicado en el pﬁn‘aio anterior se puede resolver
este sistema, reduciéndolo a una ecuacion de orden n, la cual, en el
caso concreto dado serd lineal (véase la observacién 1 del pérra{o
anterior). Sin embargo, se puede resolver el sistema (1) por otro
método, sin reducirlo a la ecuacién de n-ésimo orden. Este método
permite analizar, de manera més ilustrativa, el caracter de las solu-
ciones.
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Busquemos una solucién particular del sistema en la forma
siguiente:

Ty = ett, T, = amet, ..., 7, = a,e, (2)
Es preciso determinar las constantes oy, 0, ..., an v k de
modo que las funciones a,e’, ame™, ..., aye" satisfagan el sistema
de ecuaciones (1). Sustituyéndolas en el sistema (1), obtenemos:

o ¢

ko' = (@500 + @yo@a + ... + agua,) e,

ki

kotse™ = (agyy -+ agor, +
ke = (@nicty + dnotte ... =+ Gpnan) €.

Simplificamos por ek, Transpeniendo todos los términos a un lado
y reuniendo los coeficientes de a4, as, . . ., @, obtenemos el sistema
de ecuaciones:

(ayy — K)oy -+ apoa + ... + aypo, =0,
Aogly + (e — K ata 4 ... 4 agpet, =1,
OniCy~+ Quatte + oo A (@pn — K)o, = 0.

Elijamos wy, as, ..., @, y k tales que se satisfaga el sistema (3).
Es un sistema de las ecuaciones algebraicas lineales respecto a
@y, @2y ..., @. Formemos el determinante del sistema (3):

(3)

ay—k ay wee Oy
A=] % Gu— Kiven @y ) (%)

oy o . ae [an}r - /‘}
Si k es tal que el determinante A se diferencia de cero, el sistema (3)
tiene solo las soluciones nulas: a; = a, = ... =a, == 0, vy, por
tanto, las formulas (2) nos dan solamente las solucioues triviales:
z() =z () = ... =a, () = 0.

Por consiguiente, obtenemos las soluciones no triviales (2) sélo
para tales & que reducen el determinante (4) a cero. Asi llegamos
a la ecuacion de r-ésimo orden para determinar k:

ay—k ap ... apn

Azy  flyp— W ... Tap

I Ty e cue flyp — ":‘7
=—5306
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Esta ecuacién se llama ecuacién caracteristica para el siste-
ma (1), y sus raices se llaman rafces de la ecuacion caracteristica.

Examinemos algunos casos eventnales:

1. Las raices de la ecuacidn caracteristica son reales y diferentes.
Designamos por ky, k., ..., k, las raices de la ecuacién caracte-
ristica. Escribimos el sistema (3) para cada raiz k; y determinamos

los coeficientes.
(i) {i) ()

Gy’ Qa'y ey QUy's
Se puede demostrar que uno de los coeficientes es arbitrario; puede ser
igual a 1. De este modo obtenemos:
para la raiz ky, la solucion del sistema (1) es
il
20— gllehit 0 Wm0 W ke,

para la raiz k,, la solucion del sistema (1) es

(2) {2) hat {2) (2) kot 2 {2) hot,
B =0 €T, Eo Sl € aney Xp =Cp€ "}

para la raiz k, la solucitn del sistema (1) es

{n) — a;n)ehn t,

{n) ) t
x(lu) za(’.n)eﬁnt' ¥ n)___ G,:‘ L’hn :

b In -

Mediante la sustitucién directa en las ecuaciones convencemos
de que el sistema de funciones

m @ s ¢
2 = Colemt 4 Cool@et 4 ... 4 CoaiPetut,
1) k . ;
sy=CiateM L0 . .. L Calet,

------------------ + = = & = s ((;)

2, =Ciolert L Coa®eMt L || 4 Chaietnt,
donde Cy, Cs, ..., C, son constantes arbitrarias, también es la
solucién del sistema de ecuaciones diferenciales (1). Esta es la solu-
cién general del sistema (1).
Es facil demostrar que se puede hallar tales valores de las cons-
tantes para los cuales la solucién satisfaga a las condiciones ini-
ciales dadas.

Ejemplo 1. Hallar la solucién general del sistemna de ecuaciones

dx dz. i
-?%—251""21'2. Wg_hxl"i"?'xz'

Solucién. Formemos la ecuacién caracteristica:
2—k 2
i

3—k|=%
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6 k2—5k-4=0. Hallamos sus raices:
ky=1, ky=4.
Buscamos la solucion del sistema en la forma:
P =alVet, g =pglet
DA L LI C T
Formemos el sistema (3) para la raiz ky=1 y determinemos a{' y afV:

(2—1) oV - 2a§h =0,
0

1V - (3 —1) af =

[
ol 4 2l =0,
a4 204" = 0,
de donde: u&”:—-:i— ai’. Poniendo | =1, obtenemos: a;":——;—. Asi

hemos obtenido la solucién del sistema:
i) ! (1) 1 t
2 =el, 2 =—et.

Formemos, ahora, el sistema (3) para la raiz ky—4 y determinemos af?
v af:
— Do 2 =0,

ot — 2af® =0,

de donde: af? =af® y a{®=1, af¥’=1. Obtenemos pues, la segunda solucién
del sistema:

2l =8l pf®) —pdt,
La solucién general del sistema serd [véase (6)]:
zy=Cyel 4-Coet!,
1= —-,1,— Cyet | Coedt,
II. Las raices de la ecuacién caracteristica son distintas, pero

incluyen raices complejas. Supongamos que entre las raices de la
ecuacion caracteristica hay dos raices complejas conjugadas:

k!=a+iﬁ' kz‘—‘-ﬂ—iﬁ.
A estas raices corresponden las soluciones:
(1) (1) (=+1pN
I =aye” (=1, 2 ..., n), (7)

:‘12)=a53)eta"lﬂ)‘ (}=1‘ 2. s n (8)
g*
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Los coeficientes a}’ y af® se determinan del sistema de ecuacio-
‘nes (3).

Igual que en § 21 (cap. XIII), se puede mostrar que las partes
real e imaginaria de la solucién compleja son también soluciones.
De esta manera obtenemos dos soluciones particulares:

20 = &' (A cos Bz + A¥ sen Ba), }

—(2) (9
z{ = (A} sen Pz + 45" cos pz),
donde A%, A, A", A{® son ndmeros reales, determinados median-
te um v ut.sl
Las combinaciones correspondientes de las funciones (9) entran
en la solucién general del sistema.

Ejemplo 2. Hallar la solucién general del sistema

dx

d—zl= — Tz} zy,

dx.

—df—— —-r":lfi—dxg
Solucion. Formemos la ecuacion caractéristica:

—T—k 1
=0
—p  aEaR

6 k2-+12k--37=0 y encontremos sus raices:
By= —6i, ko= —6—1,
Sustituyendo ky= —6--i en el sistema (3), hallamos:
aP =1, a:=14-i
Escribimos la solucibn (7):
={11}___,1,(-s+n t :cf_.”:(i-{-l) el=8+it ()

Sustituyendo ky== —6—i en el sistema (3), hallamos:
e =1, af=1—i
Obtengamos el segundo sistema de las soluciones (8):
Z® =8l 2P — (1 — ) et-0-ht, (8"

Escribimos en otra forma la solucidn (7):
y Z{V —=e~6t (cog t+isent), zf=(1 -+ i)e~8¢ (cos ti sen t)

z{? =e~8! cos ¢t} ie~¥ sent,

z{V = e=6! (cos t — sen t) -} ie~% (cos t -+ sen ¢).
Escribimos en otra forma la solucion (8'):

z{® —¢~6! cos (—ie~6! sen ¢,

z{¥ — e~8! (cos t —sen t)—ie~8! (cos tJ-sen ¢).
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Como los sistemas de las soluciones particulares podemos tomar las partes
reales e imaginarias por separado

Z0 ==l cos 1, z{!) = ¢=6! (cos t — sen ¢), } ©)
Z = ,-nf sen t, 2 = =61 (cOS ¢ -}-sen 1).

La solueién general del sistema es:
Ty=Cqe 6l cost |- Coe~¥l seny,
Ip= (e8! (cOS L —8en 1) -|- Cae~6! (cos t | sen £).

De modo anilogo se puede hallar la solucién del sistema de
ecuaciones diferenciales lineales de érdenes superiores con coefi-
cientes constantes.

En la mecénica y la teoria de circuitos eléctricos se estudia, por
ejemplo, la solucion del sistema de ecuaciones diferenciales de
segundo orden

d'z

-Ez_ = ayx + apy,

#y (10)
e gy + Agy.

Luego buscamos la solucién en la forma:
r=ae, y=pet'.
Introduciendo estas expresiones en el sistema (10} y simplificando

por e*, obtenemos un sistema de ecuaciones para determinar
a, p vy k:

(ayy — k) o + appP =0, } (11

s + (age — k) p=0.
Siendo a y p distintas de cero, se determinan solamente cuando el
determinante del cistema es igual a cero:
2
ay —k ()
Aoy p — K

={. (12)

Esta es la ecuacidén caracteristica para el sistema (10). Es la ecua-
cién de cuarto orden respecto a k. Sean k,, k., k;, k; sus raices
(supongamos que las raices son diferentes). Para cada raiz k; del
sistema (11) hallamos los valores de @ y . Igual que en el caso (6)
la solucién general liene la forma:

)] ) Ba ~ 2 \ )
:c:(,,cz‘e"’r+Czotm'(rk"'—}—Caatqle”'t—{—(,&a“uk‘t.

yz(-lﬁmpk,f £ Czlimei"' "|“ C;;Bmek’t + C‘ﬁ(neh‘t.
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Si entre las raices hay unas complejas, a cada par de raices
complejas en la solucion general corresponden las expresiones de
la forma (9).

Ejemplo 3. Hallar la solucién general del sistema de ecuaciones dife-

renciales

d2z d¥y
o L i

. Solucién. Escribamos la ecuacidn caracteristica (12) y encontremos sus
raices:

|1—Ic'l —4
={,

—1 {—&
ky=i, kg=—i, hz= Vf‘i, k,‘ﬂ-—‘vﬁ.
Buscamos la solucién en la forma:

,¢1:=a<l:¢it, ymnﬁthelr'
22 = lBre—il, Y2 = fe2e-it,
PRETIEPUEIN 1 g3 — BV 3t

s — etV = eV,

Del sistema (11) encontramos at’ y fux

-

G'.”‘):1| . ﬂ(n:_— ¥
1
a2 =1, pmz.-? 2
1
at® =1, BoI=—5,
ald =1 par— _1.
! 2
Escribimos las soluciones complejas:
1

oD =e-il=cost4isent, yP=- (costtisent),

B

oM —eil —cost—isent, YP=-(cost—isent).

S

Las partes real e imaginaria, tomadas por separado forman las soluciones:

- = 1
) —cost, ym:-ﬁ—cos t,

- - 1
z!2) =sent, y =3 sen (.

Escribimos, ahora, la solucién general:
z=Cycost-+Czsen £+Cgeﬁ‘ +C‘e"V3‘,

y-——:Ci—;}cos:—f—%Cz sen t—C;,%eﬁ: —C‘.—;—g_]‘rat.
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Observacion. No hemos analizado aqui el caso de raices mil-
tiples de la ecuacién caracteristica que esti fuera de las tareas del
libro presente.

§ 31. NOCION SOBRE LA TEORIA
DE LA ESTABILIDAD DE LIAPUNOV

Como las soluciones de la mayoria de las ecuaciones diferen-
ciales y de los sistemas de ecuaciones no se expresan mediante fun-
ciones elementales o cuadraturas, en estos casos, para resolver las
ecuaciones diferenciales concretas, se usan los métodos de integra-
cién aproximada. Ya hemos dado algunas nociones de estos métodos
en el § 3 (capitulo XIII tomo II); otros métodos los analizaremos
en los §§ 32-34 y también en el capitulo XVI.

La deficiencia de estos métodos es que ellos dan sélo una solu-
cién particular; para obtener otras soluciones particulares es preciso
realizar de nuevo todos los célculos. Conociendo una solucién par-
ticular, no se puede juzgar sobre el cariacter de las otras soluciones.

En muchos problemas de mecanica y técnica tiene importancia
saber no los valores concretos de la solucién correspondientes a los
valores concretos dados del argumento, sino el cardcter de varia-
cion de la solucién cuando cambia el argumento y, en particular,
cuando éste crece indefinidamente. Por ejemplo, tiene importancia
saber, si las soluciones que satisfacen las condiciones iniciales
dadas son periddicas, o si ellas tiendén asintéticamente hacia una
funcién conocida, etec. Estos problemas son de la teoria cualitativa
de las ecuaciones diferenciales.

La cuestion de la estabilidad de una solucion o de un movimiento
es uno de los problemas fundamentales de la teoria cualitativa;
este problema fue detalladamente analizado por el célebre matemi-
tico ruso A. M. Liapunov (1857-1918).

Sea el sistema de ecuaciones diferenciales:

dr

ek :f (ts I, ]
dt 1 ¥
dy (H
= =f3 (t‘ ‘r) -
7 )
Sean z = z (f) e y = y (f) las soluciones de este sistema que satis-

fagan las condiciones iniciales:

Ti=—g = Iy, } (1‘}

Y=o = Yo-
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Sean, ademds, z = z (f) e y = y (1) las soluciones del sistema (1)
que satisfagan a las condiciones iniciales:

%l‘=l] = ‘I:'.ﬂ' } (.1"}

Definicién. Las soluciones z = z (f) e y = y (), que salisfagan
las ecuaciones (1) y las condiciones iniciales (1°), se llaman esta-
bles, segln Liapunov, cuando {— oo, si para todo € > 0, por pequeiio
que sea, existe § = 0 tal que para todos los valores de ¢ = 0 se
verificarin las desigualdades

2@ —z@)|<e, } ”
(0 —y @] <e,
si las condiciones iniciales satisfacen las desigualdades:
Ty — Zp| << 8,
|20 — } -
I Yo — Yo | << 6.

Aclaremos el significado de esta definicién. De las desigualda-
des (2) y (3) se deduce que, si son pequeiias las variaciones de las
condiciones iniciales, las soluciones correspondientes varian poco,
cualesquiera que sean los valores positivos de f. Si el sistema
de ecuaciones diferenciales describe cierto movimiento, entonces,
siendo estables las soluciones, el cardcler de movimiento varia poco
cuando los cambios de las condiciones iniciales son pequefios.

Analicemos esto en el ejemplo de una ecuacién de primer orden.
Sea la ecuacion diferencial

d
f =—y-+1 (a)
Su solucion general es la funcién
y=Cet41. (b)
Hallemos la solucién particular que satisface a la condicién inicial
Viep=1- (c)

Es evidente que esta solucién, y=1, se obtiene cuando C=0 (fig. 274).
Encontremos, ahora, la solucién particular que satisfaga la condicidn inicial

Fg_n‘:;n-
De la ecuacién (b) hallemos el valor de C:
I’D=c+1'
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de donde: _
C= Vo— 1.

Sustituyendo este valor de C en la ecuacién (b), obtenemos:
v=(o—1) e +1.
Es evidente que la solucidén y=1 es estable. En efecto,
y—g=I[Wo—1) e ! +1]—1=(yo—1) et —> 0
cuando t —>co.

AY
oNFre_fe
{'ga g
4t [
7 X
Fig. 274

Por comsiguiente, la desigualdad (3) se verifica para e cualquiera,
siempre cuando se cumple la desigualdad '

(ro—1)=08<e.
Examinemos luego el sistema de ecuaciones:

ks
—_— T i
2t -+ gy

(4)
dy
——=ax -} by,
7 + by

suponiendo que los coeficientes a, b, ¢, g son constantes y g=%40.
Aclaremos a qué condiciones deben satisfacer los coeficientes
para que la solucion z = 0, y = 0, del sistema (4) sea estable.
Derivando la ecuaciéon primera y eliminando y, obtenemos una
ecuacion de segundo orden:
d’z dr dy

dx
—_—==C— —_—— by) =
I cdt +gdt ¢ it -+ g (ax -+ by)

dr (d.r )
=c— Fagx 4 b| — —cx
a T TG

d* d
-;-z———(bwl—c)—&fa—(ag——br}..z":o. )
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Su ecuacidén caracteristica tiene la forma:
M—(b+er—(ag —be) =0. (6)
Designemos las raices de la ecuacidn caracteristica por Ay y A,.

Son posibles los casos siguientes.
1. Las raices de la ecuacién caracteristica son reales, negativas

y distintas:
"'1<0t 2«2 <01 Ad‘f:l'z'
Entonces,

z=CeM' + o™,
y=[Ci(M— e +C,(Ay—0) eml.;_ .

La solucién que satisface a las condiciones iniciales

&€ |t=o =&y, Y |:=u= Yo,

es:
2 Tot BYo — Tky | Tkt — €Ty — Yol hat ;
Ay—he | hi—hy
y_—-l [cx,, tgyu —--%lza’ sl oMt s
4 1— Ay (7
e Tohy — €Ty — Yok (g — ©) ez,:] .
A —2y

De las dltimas férmulas se deduce que para cualquier e > 0
se puede elegir z, e y, suficientemente pequeiios de modo que
para todos ¢t > 0 tenemos:

|z(t)| <e, |y (@) |<e, puesto que ' <1 y e <1.

Por tanto, en este caso la solucién z = 0, y = 0 es estable.
2. Sean Ay = 0, A, << 0. En este caso:

z=Cy+ Ce™,
1 .
y=E [Ca(ha — ) €' — cCy),

¥, como en el caso anterior, la solucion es estable.
3. Sea Ay = Ay << 0. En este caso:

z=(Cy + C,t) e,
y=% MUC, (A — €) + Ca (4 4 hat — cB)].
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Puesto que

teMt 50, €"'—0, cuando £— oo,

entonees, para C; y C, suficientemente pequeiias (es decir, cuando
zo € Yo son suficientemente pequeiios) serd:

lz@t)|<ee |y (t)| <<e para cualquier ¢=0.

La solucién es estable.
4. Sea Ay = A, = 0. En este caso tenemos:

z = Cy + Cat,
1
y=“é'[—cci+cz—ccst]-

Vemos que por pequeiia que sea Cp = 0, tanto z, como y tienden
al infinito (cuando ¢ oo), es decir, la solucién es ines-
table.
5. Supongamos que por lo menos una de las raices A; y A, sea
positiva, por ejemplo, Ay > 0.
De la foérmula (7) se deduce que, por pequeiios que sean
z0 e ¥y, 81
cxy + 8Yo — Tohy # 0,
es decir, si Cy 5= 0, entonces | z (f) | — oo cuando t — oo.
Por tanto, en este caso la solucién también es inestable.
6. Las raices de la ecuacidon caracteristica son complejas con
la parte real negativa: 2
A=+ ip }
A= — if a<<0.
En este caso:

z=_Ce"" sen (Bt 4 6),

Y= Ce™[(@ — c) sen (Bt + &) + Beos (bt + 8] ®
Es evidente que para todo e>>0 se puede elegir z, e y, de tal

W_'—lf-'cl_l‘l_‘_m<g, y, por consiguiente,

lz@1<e e |y@®)]<e.

La solucién es estable,
7. Las raices de la ecuacion caracteristica son nimeros puramente

imaginarios:

modo que sea |C|<<e y

K= Bt da= —PL.
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En este caso:
x = Csen (Bt + ),

y=5 Clpeos Bt-+8) — csen Bt -+ 0],

es decir, z (f) e y () son funciones periddicas de (. Como en el caso
anterior verifiquemos que la solucion es estable.

8. Las raices de la ecuacion caracteristica son complejas con
la parte real positiva (a = 0).

De las formulas (8) se deduce que por pequeiics que sean
Zy @ Yo (es decir, por pequeiias que sean C =% 0), las magniludes
[z ()| e |y (t) | pueden tomar los valores grandes cnalesquiera
que sean, cuando ! crece, puesto que ¢* — oo cuando t — co. La
solucién es inestable.

Para dar un criterio general de la estabilidad de la solucion
del sistema (4), procedamos de la manera signiente,

Escribamos las raices de la ecuacion caracteristica en forma de
loz ntimeros complejos:

A=Ay 4 iy, A =R A"

(si las raices son reales, Af* = 0 y A¥* = 0).

Representemos las raices de la ecuacion caracteristica mediante
los puntos en el plano de la variable compleja 2*A**. Entonces,
partiendo de los ocho casos examinados, se puede formular la con-
dicion de estabilidad de la solucién del sistema (4) en la forma
siguiente:

Si ninguna de las raices hy, hy de la ecuacién caracteristica (6)
se encuenira a la derecha del eje imaginario y si por lo menos una
de las raices es distinta de cero, la solucién es estable; si ambas raices
son nulas o por lo menos una de las raices estd a la derecha del eje ima-
ginario, la solucién es inestable.

Examinemos ahora el sistema mas general de ecuaciones:

:j—‘:‘- =T + gy '+' P (J") .'f),
(4)
3_1:=M+ by + O (2, v).

Aparte de los casos excepcionales, la solucion de tal sistema no se
expresa mediante las funciones elementales y las cuadraturas.

Para determinar que las soluciones de este sistema son estables
o inestables, las comparan con las soluciones de un sistema lineal.
Supongamos que cuando z— 0 e y— 0, las funciones P (z, y)
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¥y Q (z, y) también tienden a cero con mayor rapidez que p, donde
p =V a* 4+ 3% en otras palabras

lim 2% -’”:0; lim Q& ¥ _

p-0 P p0 P
Entonces se puede demostrar que aparte de un caso excepcional,

la solucién del sistema (4°) es estable siempre y cuando lo es la
solucion del sistema

dzx
—=cx Y,
o + gy
(4)
dy
—— = az -} by,
7 -+ by

y es inestable siempre y cuando es inestable la solucién del siste-
ma (4). La excepcion es el caso, en que ambas raices de la ecuacion
caracteristica se encuentran en el eje imaginario. Entonces es
mucho mas dificil resolver el problema de la estabilidad o inesta-
bilidad de la solucién del sistema (4").

A. M. Liapunov *) analizé el problema de la estabilidad de las
soluciones de los sistemas de ecuaciones partiendo de las suposicio-
nes bastante generales respecto a la forma de estas ecuaciones.

§ 32. SOLUCION APROXIMADA
DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES
DE PRIMER ORDEN POR EL METODO DE EULER

Examinemos aqui dos métodos de solucién numérica de la
ecuacion diferencial de primer orden. En este parrafo analicemos
el método de Euler.

Hallemos la solucién aproximada de la ecuacién

dy

‘_f}'_f(‘rl y) (1)
en el segmento [zp, b] que satisfaga la condicién inicial: y = y,
para x = zp. Dividamos el segmento [z,, 4] mediante los puntos

Ly, &1, Tz, . . ., T,=0b en n partes ignales (aqui, 2y << 7y << Zu, . . .
B~ N Designemos: Xy — Ty = — T = ... =0 —
— &Iy = Ax = h, por tanto,
i
n

) A M. Liapunov. «Problema general de la estabilidad de movimien-
tos, 1935,



126 ) Ecuaciones diferenciales

Sea y = ¢ (z) cierta solucion aproximada de la ecuaciéon (1), y

Yo = 9 (2), ys = @ (2 - - -y Yn = @ (Za).
Designemos:
Ayy = ys — Yo Ay = ¥2 — Y1s -« s AYpt = Yn — Y1
En cada uno de los puntos zy, 2y, . .., 2, en la ecuacion (1) susti-
tuyamos la derivada por la razén de diferencias finitas:
Ay
L=tz w), @
Az
Ay =f(x, y) Az, (2)
Cuando z = z; tenemos:
A
e f(z Y, BYo=1(a0, W) Az

Ax

6
y1 — Yo = [ (zos Yo) h.

En esta igualdad z,, yo, k son conocidos, Por tanto, hallamos:
Y1 = Yo + [ (zos ¥0) R
Cuando z = z, la ecuacion (2') toma la forma:
Ay, = f(zy, y) h

Yo — Y1 = [ (@, Y) ks Yo = ¥y + f (20, ) A

Aqui tenemos conocidos zy, y;, h y determinamos y,.
De modo andlogo encontramos:

0

g .

Ya = Y2 + f (22, ¥2) h,

[ L LT

Yr+1 = Yu + (s yn) by
oY) Yn = Yn-t + [ (Tn-ts Ya-1) D

Pues hemos hallado los valores aproximados
0 X3 X x» xz x de la solucion en los puntos zq, zy, . . ., Zp.
Uniendo en el plano de coordenadas los pun-
Fig. 275 tos (o, Yo)s (%1 Yi)y - - -» (2,, y,) mediante

los segmentos de recta obtenemos una linea

quebrada que es la representacion aproximada de la linea inte-
gral (fig. 275). Esta linea se llama linea quebrada de Euler.

Observacion. Designemos por y = @, (z) la solucién aproximada

de la ecuacién (1) que corresponde a la linea quebrada de Euler
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cuando Az = h. Se puede demostrar que, si existe una solucién
unica y = ¢* (z) de la ecuacién (1) que satisface a las condicio-
nes iniciales y esta definida en el segmento [z, ], entonces
}‘im | ¢n () — @* () | = 0 para todo = del segmento [zy, bl.
=0

Ejemplo. Hallar el valor aproximado de la solucién de la ecuacién
V=yt+az
para z = 1, que satisfaga a la condicién inicial: yo = 1, cuando z, = 0.
Solucién, Dividamos el segmento [0, 1] en 10 partes mediante los puntos
zp = 0; 0,4; 0,2; ...; 1,0, Por tanto, h = 0,1. Determinemos los valores
Vir Y2y - - = Yn por la formula (2'):
Ayn = (yn - =) b

(=19

Yhes = Ur -+ (yn -+ 22) b
De este modo obtenemos:

p=1-+ (140001 =1+ 0,1 = 1,1,
y2 = 1,1+ (1,1 -} 0,4).0,4 = 1,21,
Durante la soluciéon formemos la tabla:

e Vi Vp -+ xp Alip = (U =+ xp) h
z5=0 1,000 1,000 0,100
zy=0,1 1,100 1,200 0,120
Z5=0,2 1,220 1,420 0,142
z3=0,3 1,362 1,620 0,162
z,=0,4 1,524 1,924 0,1924
x5=0,5 1,7164 2,2164 0,2216
24==0,6 19380 25380 0.2538
29=0,7 2,1918 2,8918 0,2812
75=0.8 2,4730 3,2730 0,3273
T9=0,9 2,8003 3,7003 0,3700
zi0=1,0 3,1703

Hemos encontrado el valor aproximado y|,_y = 3,1703. La solucién precisa
de la ecuacién dada, que satisface las condiciones iniciales indicadas es:

y= 2% —z — 1.

Por consiguiente,
Ylx=1 = 2 (e — 1) = 3,4365.

0,2662

2 = =
El error absoluto es 0,2662, el error relativo es 37965 0,077 ~ 8%.
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§ 33. SOLUCION APROXIMADA
DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES
POR EL METODO DE DIFERENCIAS,
BASADO EN EL EMPLEO DE LA FFRMULA DE TAYLOR.
METODO DE ADAMS

Busquemos de nuevo la solucion de la ecuacion
y =1(zp) (1
en el segmento {z,, b] que satisface a la condicion inicial: y =y,

cuando ==z, Introduzcamos las designaciones necesarias para
lo sucesivo. Los valores aproximados de la solucién en los puntos

‘zﬁa Ty Tgy o0 oy In
seran

yU! yl! yzv «eey line
Las primeras diferencias o las de primer orden son:
Ayo=y1—Yo» A1=Ya—VYi -5 Yn1=Ya—Yn_1-
Las segundas diferencias o las de segundo orden son:
Ao = Ayy— Dyo == Yo — 2¢1 + Yoo
Ayy = Aye — Ayyy = Ya— 2y2 -+ Y1,
Ay o= BlYn_ 1 —AUn.s=Yn—2¢n_1+ Yn-s-
Las diferencias de las segundas diferencias se llaman diferencias
de tercer orden, etc. Designemos los valoves aproximados de las
derivadas mediante yg, y;, ..., yr: los valores aproximados de las
segundas derivadas, mediante y;. y}, ..., yn, etc. De modo ana-
logo determinemos las primeras diferencias de las derivadas:
Ays=th—Yo Ay =Yo—Yp - v Afuct=Yn—Ynns
las segundas diferencias co las derivadas:

Alyo = Ayy — Aygy APy =Ay.—Ayy, ..., AL 2o =Ayn_— Ayn_»
etc

lEscribamos, ahora la férmula de Taylor para solucionar la
ecuacion en la vecindad del punto z == z, (tomo I, cap. IV, § 6,
formula (6)):

g gt uy

T
y=1yo+ N 1.9

m
I ol DAY

HT“' 2
1.2.....m + @
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En esta férmula y, estd conocido y los valores de las derivadas
Yys Vo - .. Geterminamos de la ecuacién (1) del modo siguiente.
Sustituyendo los valores iniciales zy e y, en el segundo miembro
de la ecuacioén (1), hallamos y;: .

Yo=f (%o, Yo)-
Derivando los términos de la ecuacién (1) respecto a z, obtenemos:
. af af .
=—4—y. 3
e + o y 3
Introduciendo en el segundo miembro los valores de zo, ¥, ¥
hallamos:
" af , of )
= =L 4 =L
¢ (5.r dy d x=xq. Y=Uo} W=y}

Derivando una vez més la igualdad (3) respecto a z y sustituyendo
los valores de =zy, Yo, Y, U, encontramos y,”’. Continuando de
esta manera*), podemos hallar los valores de las derivadas de cual-
quier orden para z = zy,. En el segundo miembro de la férmula (2)
son conocidos todos los términos a excepciéon del término comple-
mentario R,. De este modo, menospreciando el término complemen-
tario, podemos obtener los valores aproximados de la soluci6n para
cualquier valor de z; la precisién de los mismos depende de la mag-
nitud | z — zp | y del nimero de los términos del desarrollo.

En el método dado abajo, determinemos por la férmula (2)
s6lo unos cuantos primeros valores de y, cuando | £ — z, | es peque-
fio. Determinemos los valores de y; e y, para z, = x, -+ & y para
x; = zy + 2h, tomando cuatro términos del desarrollo (y, estéd
conocido de las condiciones iniciales):

h K K
— ey R el B P A W B 4
W=vt+ ht ol g (4)
2h ., (2R)* . . (20)° .. .
- = . 4
V=Yt U+ T Ut T (%)

Consideremos, pues, que son conocidos tres valores**) de la fun-
cibén: Yo, ¥i1, Yyz. Basindonos en estos valores y utilizando la ecua-
cién (1), determinamos:

vo=17(zo o), Vi=T1(2y, ¥, ve=F (2 W)

*) En adelante supongamos que la funcién f (z, y) es tantas veces deri-

vable respecto a zr e y, cuantas veces sea necesario en nuestros razonamientos.

**) Si tratamos de encontrar la solucién con mayor exactitud, necesitamos
calecular mds que los primeros tres valores de y.

9—-536
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Conociendo y,, ¥, ¥;, podemos determinar Ay,, Ay,, A*y,. Los resul-
tados del calculo anotemos en la tabla:

x v v’ Ay’ Ay’
£ Yo Vo
Ayg
Ty =xo+h ¥ h Ay,
Auy
To=x9--2h ya yi
Tp_p=a0-+(k—2) h Vp—2 Vi—2
Adg_n
2,y =%+ (k=1 h Yy Vnet Alyy o
Byp_y
2y = 29} kh Un Yr

Supongamos, ahora, que conocemos los valores de la solucion

oy Yg-

Yor Y1v Yzv + -

A base de estos valores, utilizando la ecuacién (1), podemos cal-

cular los valores de las derivadas

Yoo Vi Yo, -

y, por comsiguiente,
Ays, Ay,

A%y, A%, ...

. Yn

AYj—s

A2
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Determinemos el valor de yx+; por la férmula de Taylor, haciendo

a—-?»’m T=Tpyy=ap+h:
3 m

W h
yhﬂ'—yh‘{_iyh"‘ )yn—l—i 3yk+ —]—my'[tm)_i_ﬂm.

Limitemos en nuestro caso con cuatro términos del desarrollo:

2 3

R R pr
= - 3 —_— Y. 5
Yat1=Yp -+ - yk'i 23:!!—"1.2.3.%‘: (5)

En esta féormula yj e yi son desconocidos. Tratemos de hallarlos
mediante las diferencias conocidas de primer y segundo oOrdenes,

Presentemos previamente y;, , por la formula de Taylor, hacien-
doa =ay, o—a=—h:

h —h)* ..
the=si+ S0+ (©)
1.2
e Yi—o, haciendo a = xz;,, 2 — a = —2h:
. . —2h) .. —2n)* .. -
flh—zzb‘n"]‘{ 1 )yk+(1'2) Y- (7)
De la igualdad (6) hallamos:
; A ; k.. W ..
yh_'yk—l=Ayh—l=Tyh‘_1ith' (8)

Restando de los términos de la igualdad (6) los de la igualdad (7),
obtenemos:

, " " W oo BN
Yrn—1 ‘—yh—z“_-Ayh—2=_yk“__yh- (9)
1 2
De las (8) y (9) hallamos:

AYp—y — AYh—2 = A%y = Klyy,

1 ;
Yp = W AWy (10)

Poniendo la expresién y; " en la ecuacién (8), tenemos:
v Ay Azy'n—i

=— 11

Y h + oh (11)

O
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Asi, hemos hallado g} e yi'’'. Poniendo las expresiones (10) y (11)
en el desarrollo (5), obtenemos:

h . h . S5h .,
Ynt+1=Yn + ERL ~+ 5 Ayp—y + o A% (12)

Esta es la llamada férmula de Adams de cuatro términos. La formu-
la (12) permite determinar y,.,, conociendo Y, Yx-t, Ya-z. ASI,
si conocemos y,, ¥ € Yz, podemos hallar ys; y luego yi, ys - - .

Observacién 1. Indiquemos sin demostracion, si existe en el
segmento [y, b] una solucién tnica de la ecuacién (1), que satisface
las condiciones iniciales, el error de los valores aproximados
determinados por la férmula (12), en su valor absoluto, no supera
a Mh* donde M es una constante, dependiente del largo del inter-
valo yla forma de la funcién f (z, y) y no dependiente de la mag-
nitud h.

Observacién 2. Si queremos obtener una precision mayor del
cilculo, debemos tomar mayor nimero de términos que en el desa-
rrollo (5); entonces la formula (12) cambiard del modo correspondien-
te. Por ejemplo, si en vez de la férmula (5) tomamos la férmula que
contiene cinco términos en el segundo miembro, es decir, si afiadimos
un término de orden h*, entonces, en lugar de la férmula (12) obte-
nemos de modo semcjante la que sigue

!{k+1——yn+19k+ A!Iﬁ 1+1213yn 3+8 Yh—3.

Aqui, yp4+1 se determina mediante los valores yx, Ya-1, Yr-2 € Yx-3.
Por consiguiente, para comenzar los cilculos, utilizando esta for-
mula, es preciso conocer los primeros cuatro valores: yg, ¥y, ¥z, ¥s.
Al calcular estos valores por las formulas de la forma (4), debemos
tomar cinco primeros términos del desarrollo.

Ejemplo 1. Hallar los valores aproximados de la solucién de la ecuacion

vV =y+z
que satisface la condicidn inicial:
yo=1, cuando zy==0.

Determinar los valores de la solucién para z=0,1; 0,2; 0,3; 0,4.

Soluecién. Utilizando las férmulas (4) y (4’), hallemos, al principio,
yy @ yp. De la ecuacién y los datos iniciales obtenemos

Vo =(+Dpmo=vo+0=1+40=1.
Derivando la ecuacién dada, tenemos:
y’ =y'+ 1.

Por tanto,
Vi=(0' 4+ g =1+1=2.
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Derivemos una vez mas:
¥ =y".
Por consiguiente,
yo=yo=2.

Poniendo en la ecuacién (4) los valores de yg, ¥ yo ¥ h=0,1, obtenemos:

(Oil’

24 Q%5 1 1103,

=154 1.2.3

De modo andlogo, para h=0,2 ohtanemos

pe=1+%2. 148 22 2+‘1°22’3 91,2426

Conociendo yg, ¥y, y2 & base de la Bcuac:én, hallamos:
vo=yo+0=1;
Y=y +0,1=1,1103+4 0,1 =1,2103;
Ya=y2-+0,2=1,2426 40,2 =1,4426;
Ays=0,2103;
Ay;=0,2323;
A2y = 0,0220.
Los valores obtenidos anotemos en la tabla:

x v v Ay’ azy’

xp=0 o= 1,0000 vo=1
Ay, =0,2103

2, =0,1 yi=1,1103 | yi—=1,2103 A2y =0,0220
Ay =0,2323

2=0,2 | ya=1,2426 | yi—1,4426 Ay, —0,0228
Ayj—0,2551

23=0,3 | ya=1,3977 | yj=1,6977

|
a,=0,4 | yie=1,5812
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Segin la férmula (12) encontramos yj:

0,1

¥3=1,2426+—- -1 ,4425+°_'2_’.0.2323+5'(0'”

12
Encontremos ahora los valores de y;, Ay, A%yj. Usando de nuevo la for-
mula (12), hallamos y,:

-0,0220=1,3977.

y;=1.3977+9—1'-1-1.6977+9é—1--0,2551+T52-0.1-0,0228=1,5812.
La expresion exacta de la solucién de la ecuacién dada es:
y =2 —z — 1.
Por consiguiente, y._g,,= 2¢0% — 0,4 — 1 = 1,5836. El error absoluto

es 0,0024; el error relativo es {:‘Osggz = (,0015 =~ 0,15%. (El error absoluto

del valor de y;, calculado por el método de Euler, es 0,06; el error relativo es
0,038 =~ 3,8‘}!}.

Ejemplo 2. Hallar los valores aproximados de la solucién de la ecuacion
V=t

que satisface a la condicién inicial; yo = 0, cuando zy = 0. Determinar los
valores de la solucién para z = 0,1; 0,2; 0,3; 0,4.

Solucién. Hallemos:

po=02402=0, pl_o=Cuy +22) =0, va_o=(24"24200"+2)zm0=2.
Segilin las férmulas (4) y (4') obtenemos:

0.4)3 0,2)8
yl=‘_3_!l-z=0.0003. g2}

a7 " 2= 0,0026.

De la ecuacién encontramos:
yo=0, y3=0,0100, y;="0,0400.

Basindonos en estos datos, formamos los primeros renglones de latabla,
luego, utilizando la férmula (12), determinamos los valores de ys e yy-

4 Ay’ Ay’

"
=
=

Ay, =0,0100

x2y=0,1 yy==0,0003 y1=0,0100 A2y =0,0200
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x v ¥ Ay’ Ay’
Ay;=0,0300
29=0,2 y2="0,0026 ya=0,0400 Azy;=0,0201
Ays =0,0501

z3=0,3 y3=0,0089 vs=0,0901

z,—0,4 4 =0,0204

Asi,
0,1

va=0,0026+ % 1. 0,0400+91;_1- 0,0300+-1%.0,1 10,0200 = 0,0089,

y,,:o,oosa_;.g;_i 0,090 +%- 0,0501-1-% .0,1-0,0201 =0,0204.

Notemos que las primeras cuatro cifras exactas en yg son: y, = 0,0213.
(Este resultado podemos obtener usando otros métodos mas exactos y la eva-
luacién del error.)

§ 34. METODO APROXIMADO DE INTEGRACION DE LOS SISTEMAS
DE ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN

Los métodos de integracién aproximada de las ecuaciones dife-
renciales, analizados en los §§ 32 y 33, podemos aplicar también
para resolver los sistemas de ecuaciones diferenciales de primer
orden. Examinemos aqui el método de diferencias usado para solu-
cionar los sistemas de ecuaciones. Analicemos aqui el sistema de dos
ecuaciones con dos funciones desconocidas.

Hallar las solucienes del sistema de ecuaciones

dy

d3=f; (z, ¥, 2), (N
dz
=@ v 2, (D

que satisfagan a las condiciones iniciales y = yy, z = 2z, cuando
r = Zyp.
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Determinemos los valores de las funciones y y z para los valo-

res del argumento: xp, =y, Ty, ..., Tn, They, ..., Tn. Sea, de nuevo,
Typy—xx=Azx=h (k=0,1, 2, ..., n—1). (3)
Designemos los valores aproximados de la funcién mediante
Yor Yar =+ o2 Uk Yoets -1 Un
¥, respectivamente,
B0y Zgy -+ s Zhy Zhigy ooy Zne

Escribamos las foérmulas recurrentes de la forma (12) § 33:
k. kR, . 5 ,
B+1=yr+ T Y e ) Ayp-1+ i‘zhﬁzyh—a. (4)

zk+l‘—'zk+“_zk+ Azk 1+ kﬁzhz (5

Para. utilizar estas férmulas, es preciso saber, aparte de los y, ¥y z,
dados, también yy, ys;; z,, Z,. Estos valores hallamos por las for-
mulas de la forma (4) y (4') § 32:

B o B ¥
y!=yu+_yo+‘§'yo+§ya

1
yz=yn+2-f‘-y +{2k) yo-i—(zma
. 2 ,r 2 ror
z,——-zu+-1—z¢.+?z¢.+—3—!-zg,
(2h)* c2k)3

zz—zn+‘_zn+_"'_ Z +——

Podemos aplicar estas férmulas, cuando conocemos y,, yo.
z,, Z,, %, que debemos determinar. De las ecuaciones (1) y (%
llamos:

y;‘:fl(zO! Yo zo)i zi;:f! (I{h Yo+ zﬂ)-

Derivando las ecuaciones (1) y (2) y poniendo los valores de
Zoy, Yo, Sor Yo %y hallamos:

y:—_‘ (y")x—so *=n ( +—v+

of  Oh ., Oh z,)
dx dy dz ==
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§ = @ome = (L2 2y 4 20,)
z“_(“g‘.)x_”n’—--( oz + 6}," X + 0z ‘ :-:g.

Derivando una vez més hallamos yJ y z;. Conociendo yy, ys, 2y, Z2,
de las ecuaciones dadas (1) y (2) encontramos:

Vo ¥ %, %, Aup, Ay, A, A%, Az, A2,

después de lo cual podemos llenar los primeros cinco renglones
de la tabla:

x v v ap’ Aty : 2 Az | A

E2) Yo o I ED Zg
Ave | | Az

4 V1 ¥ Ay zy 2] Az
Ayg Azy

zz | ¥ Vi A%y, £ 2 Az
Ays I Az

z3 Vs Va “ 23 z3

De las férmulas (4) y (5) hallemos y; y z3 y de las ecuaciones
(1) y (2) encontremos y, y z,. Determinados Ay, A?y;, Az, A%z,
otra vez de las férmulas (4) y (5) hallamos y, e ys, etc.

Ejemplo. Hallar los valores aproximados de las soluciones del sistema
r ’
V=355 "=

si segin las condiciones iniciales zq = 1, cuando z = 0 e y, = 0. Calcular
los valores de las soluciones para z = 0; 0,1; 0,2; 0,3; 0,4.

Solueién. De las ecuaciones dadas encontramos:
Vo=2p=1, 2=y . p=0.
Derivando estas ecuaciones, hallamos:
Vo= ee0="13") x=0=9
2=(")ge g=(U )z =1,
W =" 0 =(2") gm0 =1,

5 = () o= (Vgm0 =0
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Utilizando las férinulas de la forma (4) y (5), encontramos:

2
pimep ik 1+‘U 2F. “’31!} £ —0,1002,
a0 ﬁ 4802 ) L ‘02’ -1=0,2016,
2
z,_i-L—q—’.-o+(0” .1-[-“”’ .0=1,0030,
2 N3
it 22 0+(“) .1+(°"] 0=1,0200,
En virtud de las ecuaciones dadas. tenemos:
yi = 1|0050‘ ff'i =1 iozml
z; = 0,1002, 2, =0,2016,
Ayg = 10,0050, Az, =0,1002,
Ayi =0,0150, Az; =0,1014,
A%y, = 0,0100, A2z; —0,0012.

Ahora llenemos primeros cinco renglones de la tabla:

x v v’ Ay’ Ay*
xp=0 yo=0 yo=1
Ayy=0,0050
z1=0,1 yy=0,1002 y1=1,0050 AZys=0,0100
Ayi=0,0150
z;=0,2 y2=10,2016 yi =1,0200 Aly;=0,0109

Ay;=0,0259

23=0,3 | y3=0,3049 | y;=1,0459

z,=0,4 ¥, =0,4117




Método de integracién de los sistemas de ecuaciones 139

x S 2 Az’ Az’

zg=0 =1 z5=0
Azy=0,1002

zy=0,1 zy=1,0050 zy=0,1002 A2z5=0,0012
Az;=0,1014

z3=0,2 25=1,0200 z;=0,2016 A2z;=0,0019
Az, =0,1033

z3=0,3 z3=1,0459 z5=0,3049

z,=0,4 2, =1,0817

De las férmulas (4) y (5), hallamos:
y3=0.2016+°—1" of .0200+-921|‘— . 0,0150+T52~-0,1-0.0100=0,3049.

- r.ozoo+°1;‘- 1.2013+°—z;’ : 0,10144-%. 0,1-0,0012 = 1,0459
v, andlogamente:

y‘=0.3049-i——0i-1- . 1.0459-;0%- 0.0259+—flz- .0,1-0,0109 = 0,4117,

o 1,0459+3;1_- 0,3049+ 3L 0.1033+-1%- 0,1-0,0019 = 1,0817.

Es evidente que las soluciones exactas del sistema dado de las ecuacio-
nes, que satisfacen a las condiciones iniciales, serdn:

=%—(e“—e"), s=-%~(e“—|— e%),

Por eso, las primeras cuatro cifras exactas después de la coma de las
soluciones son:

Yo (04 —e~0,4) = 0,4107, “=% (6018 e~0,8) — 1,081 1=

Observaciéon. Puesto que las ecuaciones de oérdenes superiores
y los sistemas de éstas se reducen en muchos casos al sistema de
ecuaciones de primer orden, el método expuesto es aplicable tam-
hién a la solucién de los problemas semejantes.
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Ejercicios para el capitulo XIII

Demostrar que las funciones indicadas, dependientes de las constantes
arbitrarias, satisfacen las ecuaciones diferenciales correspondientes:

Funciones FEcuaciones diferenciales
1. y=senz— 14 Ce™B0N*, %+ywsx=%sen2z.
2, ymCz4+C—CA, (% 2_%_;_§%+y=g,
3. y2=2Cz+4C2, v (-—%—)n—i—h-s-gw—y:ﬂ.
b y2=Cz2— 1“fc . zy [1—(—:})2]=(ﬂ_ys—as} :: .
byt Shic @y 3y
8. y=(Cy+Cyz)ehx - u:fz)s : %Z%_zk%qvk=y~e=
7. y=CP8TCseDT | o p-anrosenx (4 g %{"*j“g‘—“’ﬂ=0-
8. =-.-%‘—-}-Cz. '%4_%.%:0‘

Integrar las ecuaciones diferenci con varalesiables separables 9. y dz —
—zdy=0. Resp. y=Cx, 10. (1+u)vdu+t(1—v)udv=0. Resp. Inuv+4u—
—v=C. 1. (14y)dze—(1—=z) dy=0. Hesp. (1+y) (1—a)=C. 12. (12— =z1?) X

X%—--i—z“—i—lx!:ﬂ‘ Resp. ij;—x——i—ln%:(.'. 13. (y—a)dz-a2dy=0.
1

Resp. [y—ra)::Ce;. 14. zdt—(12—a?) dz=0. Resp, z20=C :;: . 13, ﬁ—:m
1+z2 y+C = - 3
T ftesp. m:i_cy . 16. (14-s2) dt— )/t ds=0. Resp. 27/ t—arctg s=C,

17. dp+ptgB8d0=0. Resp. p=CcosB, 18. sen O cos g dd—cos0sen dp=0.
Resp. cosp=~Ccosf. 19. sa’ﬂth db -} scip tg 0 dp=0. HResp. tg 0 tg ¢=C.
20, sc?0tlgpdp--sc2ptg0d0=0. Hesp. sen20-fsen?q=C, 21. (1-}=z2)dy—
— VY 1—y? de=0. Resp. arcsen y—aretg z=C. 22, /T—a? dy— "/ T—p2x
X dz=0. Resp, y V1—2f—z Y 1—y2=C. 23. 3¢* tg y dz-+-(1 —e*) sc2y dy=0.
Hesp. \g y=C (1—e*)3. 24. (z—y2x) dv+(y—z2y) dy=0. Hesp. x2-4-y2=z2y2-|-C.

Problemas de la formacion de ecuaciones diferenciales

25. Demostrar que la curva cuyo coeficiente angular de la tangente en
cada punto es proporcional a la abscisa del punto de tangencia es una paribola.
Respuesta: y = az* -+ C.

26. Halrfar una curva que pase por el punto (0, —2), de tal modo que el
coeficiente angular de la tangente en cada punto sea igual a la ordenada corres-
pondiente de este punto aumentada en tres unidades. Respuesta: y = & — 3.
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27. Hallar una curva que pase por el punto (1,1) de tal manera que el
coeficiente nn‘fular de la tangente en cada punto sea proporcional al cuadrado
de la ordenada de este punto. Respuesta: k(z — 1)y — y+ 1 = 0.

28. Hallar una curva para la cual el coeficiente angular de la tangente
en cada punto sea n veces mayor que la pendiente de la recta que
une este punto con el origen de coordendas. Respuesta: y = Cz™.

29, Trazar por el Hunto (2,1) una curva de tal manera que la tangente en
cualquier punte coincida con la direccién del radio vector construido del ori-

gen de coordenadas a este punto. Respuesta: y = %z.

30. Hallar en coordenadas polares la ecuacién de una curva tal que, en cada
uno de sus puntos, la tangente del angulo formado lpor el radio vector y la
tangente a la curva sea igual a la magnitud inversa del radio vector, tomada con
signo contrario. Respuesta: r (0 - Ci =1,

31. Hallar en coordenadas polares la ecuacién de una curva tal que, en cada
uno de sus puntos, la tangente del dngulo formado por el radio vector y la
tangeer_n'tecaa a curva sea igual al cuadrado del radio vector. Respuesta: r* =
= ) .

(32. Demostrar que la curva cuya propiedad consiste en que todas sus
normales pasan por un punto fijo es una circunferencia.

33. Hallar .una curva de tal manera que en cada uno de sus puntos la
longitud de la subtangente sea igual al doble valor de la abscisa. Respuesta:
y=CVY=

M.K{-nllar una curva para la cual el radio vector sea igual a la longitud
de la tangente comprendida entre el punto de tangencia y el eje z.

Solueidén. Segin la hipétesis del problema ;‘!{;-V‘l-l-y'5=1/15-f-y‘. de

=

: g 9%
donde: T=:|: rn

Integrando obtenemos dos familias de curvas:
y=Cz e y=%.

35. En virtud de la ley de Newton la velocidad de enfriamiento de un
cuerpo al aire libre es proporcional a la diferencia de las temperaturas entre
el cuerpo y el medio ambiente.

Sea la temperatura del aire igual a 20° C; y el cuerpo se enfria de 100° C
hasta 60° C durante 20 minutos. eﬁQué tiempo se necesita para que la tempera-
tura del cuerpo baje hasta 30°C

Solucién. La ecuacién diferencial del problema es: %:k(?‘——zﬂ].
Integrando, encontramos: T—ZO:Ce*“;szioﬂ para t=0; I'=60 para t=20;

t
entonces, C==80; 40=Ce20k ¢t — (-é—) m. por tanto, T =20--80 (—;-) =
Haciendo 7'=30, encontramos t= 60 min.

36. (Qué tiempo T se necesita para que se desagiie el embudo cénico de
10 em de altura y dngulo al vértice d = 60° por un orificio de 0,5 cm? en el
fondo del embudo?

Soluci6én. Calculemos mediante dos métodos diferentes el volumen del
agua que se desagua entre los instantes tsr t -} At. Siendo constante la velo-
cidad v del chorro, durante un segundo se derrama un cilindro de agua de altu.
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ra v y base 0,5 em?. Durante el tiempo At se desagua un volumen dv de agua
igual a — dv = —0,5vdt = —0,3 |V 2gh dit*).

Por otra parte, a consecuencia de la salida, la altura del agua adquiere
un «incremento» negativo dh, y la diferencial del volumen de agua derramada
es igual a:

—dp=nr? df;:% (h-+0,7)2 dh.
Asi,
{,'1 (h-0,7)2 dh = —0,3 |/ 2gh dt,
de donde
£ =0,0315 (10%/2 — h%/2) 40,0732 (10*/2 — K*/2) 4-0,078 (/10— "V h).

Haciendo h = 0, obtenemos el tiempo T de derrame: 7 = 12,5 seg.

37. La accion de la fricecion sobre un disco que gira dentro de un liguide
es proporcional a la velocidad angular de rotacién w. Hallar la-dependencia
entre la velocidad angular y el tiempo, si se conoce que la velocidad del disco
baja de 100 rev/min a 60 rev/min, al pasar 1 min.

¢

Respuesta: @ = 100 (%—) rev/min.

38. Supongamos que la presion de una columna de aire en un nivel dado
esta acondicionada por la presién de las capas superiores de la atmdsfera. Ha-
llar la dependencia entre la presién y la altura, si se sabe, que al nivel del mar
la presién es igual a 1 kg/cm?, mientras que a 500 m de altura, es 0,92 kg/cm?®.

Indicacién: Utilicemos la ley de Boyle-Marriotte que nos dice que la den-
sidad de un gas es proporcional a su presién. La ecuacion diferencial del proble-
ma es: dp = — kpdk, de donde p = e~V,00017h, Respuesta: p = e~0,0004%h,

Integrar las siguientes ecuaciones diferenciales homogéneas:

39. (y—az) do+(y +2) dy=0. Respuesta: y2+-2zy—=z2=0C. 40. (z-y)dz--
-z dy=0. Respuesta: 224 2zy=C. 41. (v+y) dz+ (y—=z) dy=0. Hespuesta:

In (x24- yﬁ)lfs—arctg-:—=c. 42, zdy—pdr="1\x2}y? dr. Hespuesta: 1-
4 2Cy—C222=0. 43. (By--10z) dz+ (5y—+Tx) dy=0. Respuesta: (r+y)2x

]/_s

X (2z4p)3=C. 44 (2 Vﬁ—s) dt--t ds=0. Respuesta: te' '=C ¢
8

s=£ln2~%. 45, (t—s) dt+tds=0. Hespuesta: te'=C 6 s=1 In-(;— .

46. zy? dy = (z3--y®) dz. Hespuesta:y—=z V3InCz.47.« cos-g- (ydz + xdy) =

=y sen % (z dy —y dx). Respuesia: zy cos ‘:_T =C.

Integrar las ecuaciones diferenciales reducibles a las homogéneas:
48. (3y — Tz T7) dz— (32— Ty —3) dy =0. Respuesta{z--y—1)8 (z—py—1)2=C.
49, (z+2y+1) dz— (22 -4y +3) dy =0. Respuesta: In (42 + 8y~ 5) By —4x=C.
50, (z-42y-4-1) de— (22—3) dy=0. Respuesta: In (2z—3) —?zi%gzc.

*) La velocidad v del chorro de agua a través du un orificio que se en-
cuentra a la distancia A de una superficie libre, se da por la férmula: » =

= 0,6 /2gh; donde, g es la aceleracién de la fuerza de gravedad.
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51. Determinar la curva cuya subnormal es la media aritmética de la abs-
cisa ¥ la ordenada del punto de esta curva. Respuesta: (r — y)® (z + 2y) = C.

52. Determinar la curva en la que la razén del segmento separado por la
tangente en el eje Oy, respecto al radio vector, es una constante.

dy
y—x dz

VCEY

Solucién. Segin la hipdtesis del problema =m, de donde:

( x )‘“ Ccy™ 2y
C - ("x_) &
53. Determinar la curva en la que la razon del segmento separado por

la normal en el eje Oz respecto al radio vector sea una constante.
d
z+4y d_i

a2 y2
54. Determinar la curva en la que el segmento separado por la tangente
en el eje Oy es igual a a sc 8, donde 0 es el dngulo formado por el radio vector
y el eje Oz,

Solucion. Segin la hipdtesis =m, de donde: 23+ y2=m? (z—-C)2

Soluciéon. Como th:%, v, segiun la hipétesis y—u g—i-—:ascﬂ, tene
2.1yt
mos y—zﬂ=am , de donde:
dx x

@ a
x [ ;'H' _(;‘H‘)]

Y= i e —_—e .

55. Determinar la curva en la que el segmento separado en el eje de orde-
nadas por la normal trazada en algin punto de la curva es igual a la distancia
entre el mismo punto y el origen de coordenadas.

Solucién. El segmento separado por la normal en el eje Oy es igual

a e Hi' y, segin la hipotesis, tenemos:
y._;-_grmv‘;z_.y-z, de donde z2=C (2y-}-C).

56. Hallar la forma de un espejo tal que refleje paralelamente a la direc-
cién dada todos los rayos que salen de un mismo punto 0.

Solueién. Hagamos coincidir la direccién dada con el eje Ox. Sea OM el
vayo incidente, MP el rayo reflejado y M@ la normal a la curva buscada:

U'.Eﬂ, O.M:OQ‘ A’\-”A‘f:b’,
NQ=NO+0, n—x-l—'\/z2+y2'mycotgﬂ=y%.

de donde: ydy=(—z /224 y?) dz; integrando, tenemos: y2=C2}.2Cz,
Integrar las siguientes ecuaciones diferenciales lineales:

57. y’__z_iy_j:(x-i- 1)3. Respuesta: 2y=(x-+1)84-C (z-1)2
: y r1 R z 1
58. y'—a—=—r—. Respuesta: yr—-(,':c"‘--l-i_‘_:Il 54
50. (r—x2) y’ + (222—1) y—ax3=0. Respuesta: y=ar+Czr |/ 1—=z2

60. %:— cost--ssent=1 Respuesta: s=sen t-+-C cost.
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d
61. d—:+s cos ¢ :—% sen 2t. Respuesta: s=sen({—1--Ce-sen{,

62. y'—%y:e":". Respuesta: y=z" (e*4-C).

63. y'+-2—y=%‘. Respuesta: z"y =az-C.

64. y'+y=?ix-, Respuesta; e*y=z+4C.

i ,  1—2z
63, y' 4 per)
Integrar las ecuaciones de Bernoulli:

66. y' +xy=a3y3. Respuesta: y? (22-41--Ce™) =1. 67. (1 —x?) ' —ay—
—azy?=0. Hespuesta: (C )/T—z%—a) y=1. 68. 3y’ —ay3—z—1=0, Res-

1
y—1=0. Respuesta: y—==x2 (f-|—Ce‘)

;Iuesm:l atyS=Ce—a (x+41)—1. 69. y' (2234 xy) =1. Respuesta: = [(2—
1

=y —y?

—y2) e? +C:| =e? 0.(ylnz—2)yda=2z dy. Respuesta: y (Cz+1nz41) =1.

tgx+s8cx

senz+C

Integrar las siguientes ecuaciones en diferenciales totales:

. y—y'cosz=y2cos = (1 —sen ). Respuesta: y =

3
72. (224 y) dz+ (x—2y) dy=0. Resp. %—+yr—y'zC. 73. (y—3x?) dzr —
—(dy—z) dy=0. Resp. 2y?—zy+23=C. T4. (y3—=x)y'=y. Resp. yi=

y? 1 1 z Y
=4zy+C. 75. [m—?] dz+ [“J—-GTW] dy =0, Hesp. In -

'_;cilfs.-:C‘ 76. 2 (3xy?--223) de -3 (22% {-y?) dy =0. Resp. z4-} 32224

. zdz 4 (224y) dy z
-y3=C., 77, —_"— ¥/ 7 0. Resp. +y)——— =C.
T 1 ; | (2::-1;3}2 esp ]:d(" i}d Tty
Y yay z=ay—y*azx
78. (F-]-:c_i) dr = g . Resp. x’+y3=633.79.wm0. Hesp.

Ty ydr—zdy
ry-—c. 80. :cdx—l—ydy—W_
81. Hallar la curva cuya propiedad consiste en que el producto del cuadra-
do de la distancia, entre cualquiera de sus puntos y el oriqen de coordenadas,
por el segmento, separado en el eje de las abscisas por la normal al pun-
to memions:do. es igual al cubo de la abscisa de este punto. Respuesta:
v e+ =C.
82, Halfar la envolvente de las siguientes familias de curvas:

. Resp. z2-4-y*—2 arcig —;- =C,

a) y=Cz+C3. Resp. z3+4y=0. b) y=%+cs. Resp. 2Tz2=4y3. c) .;_.

_C—“;=2. Resp. 27y =23, d) C% 4 Cy—1=0. Resp. y2+4x=0. o) (z—C)3+

+(y—C)3=C3 Resp. z=0; y=0. {) (r—C)2+4y2=4C. Resp. y2=4z+4.
g) (z—C)24 (y—C)2=4. Resp. (x—y)2=8. h) Cx2+- C2 =1, Resp. 24 4y =0.

83. Una recta se desplaza de tal modo que la suma de los segmentos sepa-
rados por ella en los ejes de coordenadas es igual a una constante a. Escribir
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la ecuacién de la envolvente de esta familia de rectas. Respuesta: z'/2 4 /2= g%/
(pardbola).

84. Hallar la envolvente de una familia de rectas tales que los ejes de
coordenadas separan sobre estas rectas un segmento de longitud constante a.
Respuesta: z'/8 4 *3 = /s,

85. Hallar la envolvente de una familia de circunferencias cuyos didme-
tros son el doble de las ordenadas de la pardbola y? = 2pz. Respuesta: y® =

=2p (: -+ %) 5
86, Hallar la envolvente de una familia de circunferencias que tienen sus

centros en la pardbola y® = 2pz y pasan &)or el vértice de esta paribola. Res-
puesta: la cisoide 23 y? (x4 2p) =

87. Hallar la envolvente de una familia de circunferencias cuyos
didmetros son cuergas de la elipse b2z2-l-a2y?=a?h2, perpendiculares al eje
2
Oz, Respuesta: eﬂL-t-!ﬂ.F{_?:i'

88. Hallar la evoluta de la elipse z2b2-4-a2y2=-a%2 como envolvente de
sus normales. Respuesta: (az)*/34- (by)"/3 = (a2—b2)¥/3,
Integrar las siguientes ecuaciones (de Lagrange):
e 3. 20 — p8
" A T
Ogo_ y==xy'?-+y'% Respuesta: y=(1/z41+C)% La solucién singular:
¥ ’Sil. y=z (14y")+ (¥')2. Respuesta: 2=Ce™P—2p+2; y=C (p+41) cP—
P9i2;=yy’9+21‘y’. Respuesta; 4Cx=4C2 —y?,
93. Hallar una curva de normal constante. Respuesta: (z—C)2+-y?=a2,
Solucién singular: y == a.
Integrar las ecuaciones de Clairaut:
94. y=zy'+4y'—y'% Respuesta: y=Cz+C—C2 Solucién singular:
4y=(z+1)2
\ 952. y?—.xy“-}-“'i/i-—y'z. Respuesta: y=Cz+ /1 —C? Solucién singular:
—TE=1.
Y 96. y=2ay'+y'. Respuesta: y=Cz--C.

97. H=‘=W'+—FT‘ Respuesta: y:.C:c—i—%. Solucién singular: y2=4z,

89, y=2zy'+y'%. Respuesta: 3=

98, yza:y’—-;!_— Respuesta: y=Czx—

T3
=.._.g_'£:2_

Tig. Solucién singular: y3=

99. El 4rea de un tridngulo, formado por la tangente a una curva bus-
cada y los ejes de coordenadas, es una magnitud constante. Hallar esta curva,
Respuesta: la hipérbola equildtern 4zy = a2 Ademés, cualquier recta de
la familia y=Cz+a 1/C.

100. Hallar una curva tal que el segmento de su tangente comprendido
entre los ejes de coordenadas tenga una longitud constaute a. Respuesta:
y=Cz =+ —{% Solueién singular: /84 y*8=q%s,

-+

101. Hallar una curva tal que la suma de los segmentos separados por sus

tangentes en los ejes de coordenadas sea igual a 2a. Respuesta: y—Czx—
2aC

— " Solucién singular: (y — x —2a)? = 8az,

10-5386
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102. Hallar las curvas tales que el producto de las distancias, desde una
tangente cualquiera hasta dos puntos dados, sea constante. Respuesta: las
elipses y las hipérbolas (wrayectorias ortogonales e isogonales).

103. Hallar las trayectorias ortogonales de la familia de curvas y — az™.
Respuesta: x* - ny* = C.

1 Hallar las trayeclorias ortogonales de la familia de paribolas

x

y2=2p (r—a) (x es el pardmetro de la familia). Hespuesta: y=Ce 7.
105. Hallar _las trayectorias ortogonales de la familia de curvas =2 —

. C
—y?—=a (ax es el parimetro). Hespuesta: y=—,

106. Hallar las trayectorias ortogonales de la familia de circunferencias
i y2=2axr. Hespuesta: las circunferencias y—=0C (221 y2).

107. Hallar las trayectorias ortogonales de paribolas iguales, cuyas
vértices se encuentran en una recta dada. Hespuesta: si 2Zp es el parametro de las
parabolas y Oy es la recta dada, la ecuacion de las trayectorias sera y—+C =

) £
i 1 4 < M
3 P
gz7as 3
108. Hallar las trayectorias ortogonales de las cisoides 2 E

Respuesta: (x2-1-y?)2—C (y2-}-2z2),

109. Hallar las trayectorias ortogonales de las lemniscatas (z2-4-y2)2 =
= (x2—y?) a2 Respuesta: (z24-y2)2=Cxzxy.

110. Hallar las trayectorias isogonales de la familia de curvas: 22 =
= 2a(y—=")/3), donde a es un pardmetro variable, si el dngulo constante w

formado por las curvas de la familia y sus trayectorias es igual a 60°,

Solucion, Hallamos la ecuacidn diferencial de la familia de curvas y' =

9 — .
=f—j—‘ 3 y sustituimos y* por la expresibn

-—-E:—r—"gL-Si o= 60° tenemos qg— y’—]/§ i
T e y =1V

obtenemos la ecuacion diferencial: —y-—_-—]/j:=£u——1/§ La integral
) 1y Vs =
general y2- C (z—y 1/3) da la familia buscada de trayectorias,
111, Hallar las trayectorias isogonales de la familia de paribolas y2—

b1 arclg 2u—x

=4Cz, cuando w=45", Respuesta: yi—zy+2x2.:-.Ceﬁ C ’F’.

112. Hallar las trayectorias isogonales de la familia de rectas, y=Cz,
2V3 arctgg:
cuando w=30°,45°. Respuesta: las espirales logarftmicas 4 v
o +y2=e2 arctnz.

113. y = Cye* -} Cae~™. Eliminar Cy y C,. Respuesta: y” — y = 0.

114. Escribir la ecuacién diferencial de todas las circunferencias dispues-
tas en un mjismo plano. Respuesta: (1 -+ y'?) y™ — 3y'y"? = 0.

115. Escribir la ecuacién diferencial de todas ras curvas centrales de
segundo orden, cuyos ejes principales coinciden con los Oz, Oy. Respuesta:
z(yy"+ ¥ —yy=0.
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116. Sea la ecuacién diferencial y™ — 2y" — y' -+ 2y = 0 y su solucién
general y = Cye* | Cge™ | Cye?™,

1) Verificar que la familia dada de curvas es realmente la solucién general;

2) hallar la solucién particular, si para z=0 tenemos: y=1, y'=0,

y"—= —1. Respuesta: y =—é— (9e* -+ =% — 4e2%),

117. Sea la ecuacion diferencial y" = i y su solucién general y=—

2y’
2
S 5 (I-I-—Cl)a"'”-]—Cm

1) Verificar que la familia dada de curvas es realmente la solucién
general;

2) hallar la curva integral que pasa por el punto (1, 2), si la tangente
en este punto forma con la direccion positiva del eje Oz un dngulo de 45°.

Respuesta: y=-§—- Vﬁ—i—% .

Integrar las siguientes ecuaciones diferenciales simples de segundo orden
que se reducen a las ecuaciones de primer orden.
118. xy™=2. Respuesta: y =22 lnx+ Cz2+ Cox -} Cy; escribir la solucién
particular que satisfaga las siguientes condiciones iniciales: r=1; y=1;
m4n .
y'=1; " =3. 119. y™m=2™, Respuesta: y:?ﬂ%ﬁ-ﬁ—f—cix“'l—l—.. A Cnoyz+Ch.
120. y"-—a2y. Respuesta: ax = In (ay-- 'Vaayﬁ J,—C,)+Cg G y=Ce%% | Che-ax,

121. y’:i_.‘. Respuesta: (Cyx +Co)2=Cyy?—a.

En los ejemplos 122-125 escribir la solucién particular que satisfaga las
siguientes condiciones iniciales: z=0, y= —1; y'=0, 122. zy" —y’ = x2e*.
Respuesta:  y=e*(r—1)4Cy22-Cy,  Solueién particular: y=e*(z—1).
123. yy' _(y')2,+ {y’)szﬂ_ Hgspugs,m; ] +C, In Y=z C!- Solucién pnrlicular:

y=—1. 124, y" 4y’ tg x =sen 2z. Hespuesta: y=Cqy+4-Cysen r_z—%snn2:.

Solucién particular: y=2senzr—senzcosz—z—1. 123, (y")2+4 (y')2=a2.

Respuesta: y=Cy—acos(r+Cy). Solucién particular: y—=a—1—acosz;

y=acosr—(a-{-1). (Indicacién. Forma paramétrica y"—=acost, y'=asent).
2

126, y"= 2;:-. Respuesta: y =+ ?(’:'l"ci)a"’*l"cz- 127. y" =y"®. Respuesta:

y=(Cy—z) [In(Cy—2x)—1]+4Cox+Cy. 128. y'y"™—3y"2=0. Respuesta: z=

=Cy2+Coy+Cy. . ) ) )

Integrar las siguientes ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes
constantes: 129. y"=9y. Respuesta: y= Cye3%4 Coe=3%, 130. y"-{ y=0. Res-
puesta: y=Acos -+ B sen z. 131. y" —y’ = 0. Respuesta: y - Cy - Coe™. 132. y" |-
412y ="Ty'. Respuesta: y—=Cye3* - Coe**, 133. y" —4y'+ 4y —=0. Hespuesta:
¥ =(Cy4Cox) e?*, 134. y"-|-2y"-1-10y =0. Respuesta: y — e~* (A cos 3z -|- B sen 3x).

Lap Vi, za-vAT,
135. y" -+ 3y’ —2y—0. Respuesta: y—Ce 2 4 Ce 2 . 136, 4y" —
=12y -9y =0. Respuesta: y —(Cy-+Cyz) e 137, 4"+ '} y=0. Respuesta:

-3* 3 V3
y=e 2 [Acos(-tg :)+Bsen ( 5 :r)] =

138. Dos cargas iguales estin suspendidas al extremo de un muelle. Hallar
el movimiento que adquiere una de las cargas si la otra se desata. Respuesta:

10*
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Z==n cod ( ]/—i— t) , donde a es ol alargamiento del muelle bajo la aceion de una

carga en ¢l estado de equilibrio.

139. Un punto material de masa m es atraido por cada uno de dos contros
con fuerzas proporcionales a la distancia. El factor de proporcionalidad es igual
a k. La distancia entre dos centros es 2c. El punto se halla en el instante ini-
cial en la linea que une los centros a la distancia a de su medio. La veloci-
dad inicial es cero. Hallar la ley de movimiento del punto. Respuesta: z =

V%)
=aCos — .
m
140, ytV —5y" 44y =0. Rexp. y=C1e*+-Coe % |- Cqe?™ - Cye=2%, 141, y™ — 2" —
—y' 2y =0. Resp. y=Ce ——Cze’—-f—cse *, 142, y™ —3ay" 4 3aly’ —ady =0.
Hesp, y==(C;+sz+C§;r5)e°’ 143. y¥V —4y™=0. Resp. y=0C+Coz 4 Caz?+
+Ce2® -Cge~2%, 144y V£ 24"+ 9y=0. Resp. y=(Cycos /224 Cpsen |/ 22) e==+
4-(Cye0s VZr4-Cysen V2r) e*. 145. y'V —Ry" 4 16y=0. Resp. y=0C,e2*-\-
x

- Coe= 2 - Cyze?® - Cypze-2%. 146, y'V 4 y=0. Resp. yscﬁ (6'1 cos

BT
VE *
_)—|~e ( 308 --(,isen———-
V2 123

147. — aly = 0. Hallar la solucién general y la solucién Eartwula_r
que satisfaga las condiciones iniciales para zy, = 0, y = 1, ' = 0, y" = —a?,
" =0.

Respuesta: solucion general: y = Ce9% 4 Cye7%% - (3 cos az -}~ C, sen ax.
Solucién particular: y, = cos az.

Integrar las siguientes ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas
(hallar la solucién general):

148. y* — Ty’ 112y ==. Resp. y=C 63+ Cpet® |-

z_+
2

+-C5 sen

1224-7
144
Resp. s =CelJ-Cge0! — ‘+i . 150. y" ++y* —2y =8 sen 2z, Resp, y=Cye*+-

. 149, " —a%s=t]-1.

-}—Cze'%"——:.?{ﬁscnax—i—:zcosz:c}. 151, y" —y=>5x42. Resp. y=Ce*Cpe~%—
o
=1’
153. y" - 6y’ + 5y = e2*. Resp. y-:Cw‘"—l—Czc‘”—}-g—{e“. 154. ¢" -+ 9y =6ed*,

—br—2, 152, s"—2as" |- a2 =el(a £ 1). Resp, s==Cpetl | Cyteal |

Resp. y:Cicoinx-i-Czsen:Sz-{——i-e“ 155, y"—3y’' =2—6zx. Resp. y=C;+
+Cge”+:c2 156. i —2y'+3y=e*cosz. Resp. y=e*(Acos )/ 2z+ R sen |/ 22)+
+ i (5coszr—4senx). 157, y’ --4y=2sen 2z, Resp, y=A sen 2z +Bcos2r—

-—-2-1:03 2z, 108, y™ —4y" 5y —2y=2243. Resp. y=(Cy+Cox)e*Cpe®™ —z —4,
159. y'V — ady — 5a%e?® sen ax. Resp. y = (€ —sen az) %% 4 Coe~9% 1 C;3 cos az +

-+Cysenaz. 160. yw -}-2::55: +aty=8cosaz. Resp. y=(C;-+Cox)cosaz-
+ (C3+ Cyz) sen az — —- cos az.
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161. Hallar una curva integral de la ecuacién p”- k2y=0, que pasa por
el punto M (xy, yo) y toca en este punto a la recta y=az. Respuesta:

y=ypcosk {:—-zu]—l—% sen k (z — xp).

162. Hallar la solucién de la ecuacién y"--2hy’ +n2y=0
que satisfaga las condiciones iniciales y=a, y'=C para z=0, Res-

_._(.:._—{.___ak_ sen |/,;s_;|33) ¥

V n2—ht
para h=n, y=e " [(C+{ah)z-a]; para h >n, y=c+¢("+vk!_"‘)x

2V hT—nt
e~ =Vit=n)z _Cta(h—ViE—nd) _(h+Vind)s
27/ hE—n?
163. Hallar las soluciones de la ecuacién y"+ n2y=h sen pz (p <= n), que
satisia%nn las condiciones: y=a, y'=C para z=0. Hespuesta: y=a cos nz-4-
C(n:—p%)—hp
+ n (n2— p*)
164, Un peso de 4 kg estd suspendido en un muelle, aumentando la longi-
tud de este a 1 cm, Hallar la ley del movimiento de este peso suponiendo gue
el extremo superior del muelle efectiia oscilaciones armdénicas segin la ley y =

= gen |/100g t, donde y es el alargamiento por la vertical.

puesta: para h<n, y=eh=* (a cos |/ n2—hiz

sen M+*ﬁ?:"§i' sen pr.

Solucién. Sea z la coordenada vertical del peso, medida a partir de la
posicién de reposo, tenemos:

4 dix

e —k(z—u—1),

donde I es la longitud del muelle en estado libre; k = 400, lo que se deduce
facilmente de¢ las condiciones iniciales. De aqui:

d? fO R
=7+ 100gz = 100g sen ")/ 100g ¢+ 100ig.

Busquemos una integral particular de esta ecuacién de la forma:
(€4 cos Y/ 100z - Cg sen )/ 100z t) + g,

debido a que el primer término del segundo miembro de la ecuacién entra en
la solucién de la ecuacion homogénca.
165. Segin la hipdtesis del problema 439, la velocidad inicial es igual

a vy y su direccién es perpendicular a la recta que une los centros. Hallar las
trayectorias.

Solucién. Tomando por el origen de coordenadas el punto medio del seg-
mento entre los centros, las ecnaciones diferenciales del movimiento se esecri-
ben en la forma:

d2z d?
m g =k (C—2)—k(C-x) = — 2k, md—;u—zkg.
Las condiciones iniciales para t=0 son:
e B e gooae 0
T==aq; i =0, y=0 == "o
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Integrando, hallamos:

x=acos(]/%:). y=1y -—-gwsen. (]//_.fn—-gt) .

2 ik :
De donde: -aT—I—ma——-=i {elipse).

166. Un tubo horizontal gira alrededor de un eje vertical con una velo-
cidad angular ® constante. Dentro del tubo esti colocada una bola que se desli-
za por él sin friccién, Hallar la ley del movimiento de la bola, si en el instante
inicial ésta se encuentra en el eje de rotacién y tiene velocidad inicial v, (a lo
largo del tubo).

d2r

Indicacion. La ecuacion diferencial del movimiento es T,s'=“’n"

Las condiciones iniciales: r=0, %E-——-va para t=0.

Integrando, hallamos: r= ;—3} [e@ e @],

Aplicando el método de la variacién de las constantes arbitrarias, inte-
grar las siguientes ecuaciones diferenciales:
Ssenz+Tcosx
T4 :
168. y" 4+ y—=scx. Resp. y=Cyco8x-Cysenz -}z sen z-}-cosz Incos z.
1 R
169. y* -y =—— . Resp. y—=C,cosx -} Cysenz—7/cos2z.
cos 2z |/ cos 2z & '
Integrar loe siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales:
1, Cix— —Cy(x—C x?dy—y?dr
gy —y'? gy = t.sC1(x~Cs) Cifx—Ca)y qqq, 22275 B2 __ 0,
170. yy" =y'2+41. Resp.y 20l|¢ +e .17 ==

=C. 172 y=xzy'2-+4'? Resp. y= (/711 C)2. Soluciones singu-

167. y"— Ty’ 4+ 6y=genx. Resp. y=Cre*+Coed* |

Resp.

xry
T—y

lares: y=0; z-+1=0. 173, y"+-y=scz. Hesp. y=Cy cosz+Cysenx--
4-rgenz-fcoszIncosz. 174, (1+22) y’' —zy—a=0. Resp. y=az-+

4
a8 I'.IL

—— y dy v x_
+CV1E2e 175. zcos ————ycos ——z. Resp. ze “=C. 176.
2x
y" —4y = e2¥ sen 2z, Resp. y=C,e-‘H+Cze!=-—52?{senZz-J—ZwSZI}. 177.
ay’'+y—y?lnz=0. Resp. (Inz4-1+4Cx)y=1, 178. (2z-}-2y—1)dr+
4 (x+y—2)dy=0, Resp. 2x4y—3In(zfy+1)=C. 179. 3e*tgydz-|-
+(1—e®)sctydy=0. Resp. tgy=0C (1—e*)3,

Integrar los siguientes sistemas de ecuaciones:

180. %g« =y-4-1, -:%::c—k 1. Indicar las soluciones particulares que satis-
facen a las condiciones: iniciales z=—2, y=0, cuando t=0. HRespuesta:

y=C cogt+Cysent, x = (C;+Cy) cost +(Cya—Cy) sen t. Solucién particular:
r*=cost—sent, y*=cost,
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dz 4
181. . z—2y,

dt

ﬁ-_—z—-y. Indicar las soluciones particulares que

satisfacen las condiciones iniciales: z=1, y=1, cuando t=0, Respuesta:

y=Cycost+Cysent, = (Cy+Cy)cost+(Ca—Cy)sent.

z*—=cost—sent, y* —=cost.

182.

183.

184.

|
{
.
i}
188. {

|

{

189.

dx
dt
dz
_—ty=

STl A codt.
d%y

diz
d2x

drz
dix
an i dt G HE=es

dx  d?%

@ ta =t

—d—y-—l-2y+:-msenz,

dz
o=

dy .
4-"'——-?-}—3:-—36[]!,

Respuesta:

2z=cos z.

Solueién particular:

Respuesta: ©=Cge~t+Coe™3t,
y=Cie~t 4 3Cse~3! }-cost.

x=C¢‘-|—Cge" -+ C;Gos!-}-c‘sﬂnl.
y=Cyet +Coe~t —Cyco8t—Cysent.
Respuesta:  =Cy—+ Cot + C3l’—%t3+ el,
y=0C¢—(C1+2C5) 1—
——(cz—i) t’—-i—- Cgls-}--—-—t"—e‘
Respuesta: y—=(Cy-+ Cax) e72%,
z—-(Cz— ]——Cgl') e X,

Y= Cye2¥ |- Coe2%,
2= — 2 (C1e2% — Cpe=2%).

Respuesta:

Respuesta: y=Cy-|-Cpx-|2sen z,
2= —20y—Cy(2z+1)—
—3senx—2cosx.

Respuesta: == Cye~! |- Coe2t,
y=Cge~t-}- Coe?t,
= —(Cy-Ca) e=! 4 Coell,
Respuesta: z-=C2e"1%,
- 1 —-Cyx
y=z-} C:iCa e f
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190. -g—i=—£- ' Respuesta: %=Cl.
dz x 3
== G

Analizar la estabilidad de la solucién z=0, y=0 para los siguientes
sistemas de ecuaciones diferenciales:

dx
194, -a'}:* =2x—3y,
dy
dt
dz
di
dy
i o

Respuesta: Inestable,
=5z 6y.

192, = —4z—10y,

Respuesta: Estable,

193, [ 9% 1204 18y,
d Respuesta: Inestable,
= —8z—12y,

194, Hallar los valores aproximados de la solucién de la ecuacién
y'=y3+4 =z, que satisface a la condicidn inicial y=1, cuando z=0, Hallar
los valores de la solucién para los siguientes valores de z iguales a 0,1;
0,2; 0,3; 0,4; 0,5. Respuesta: Ve 5 =2:114

195. Hallar el valor aproximado Voeq,q 90 la solucién de la ecuacién

v+ %y=e’. que satisface a las condiciones iniciales y=1 cuando z=1.
Comparar el resultado obtenido con la solucién exacta,
96. Hallar los valores aproximados z,_, sy, 4 de las soluciones del

di i
ciones iniciales y =1, cuando t=1 y #=0. Comparar los valores obtenidos
con los exactos.

d
sistema de ecuaciones —':-"-= y—=, d—f= —z—3y, que satisfacen a lag condi-



CAPITULO XIV

INTEGRALES MULTIPLES

§ 1. INTEGRAL DOBLE

Sea en el plano Ozy un dominio cerrado®) D, limitado por una

curva L.
Sea dada en el dominio D una funcién continua

= f(z, ¥)-

Dividamos el dominioc D mediante curvas arbitrarias en n
partes:

As‘l! ﬁsm Asm ey Asﬂ

(fig. 276) las que llamaremos dominios parciales o elementos. Para

no introducir nuevos simbolos designemos por Asy, ..., As, no

s6lo a los propios elementos, sino también sus é4reas. En ca-

da As; (en su interior o en la frontera),

elijamos un punto P;; entonces obtenemos n

puntos:
Ph P!! EECEEE ] Pn'

Sean f (Py), f (P2), . . ., f (P,) los valores
de la funcién en los puntos elegidos;
formemos la suma de productos de la forma
f (P!) AS;‘.

Va=1(P) Asy+f (Py) Aot ... +f(Pn) Asn=
=3 F(P) s, ) 7 -

de=1
que se llama suma integral de la funcién
f(z, y) en el dominio D.
Si f > 0 en el dominio D, entonces cada sumando f (P;)As; se
puede representar geométricamente como el volumen de un cilindro
elemental de base As; y de altura f (P,).

*) Un dominio D se llama eerrado, si estd limitado por una curva cerrada
y se considera que los puntos, ubicados en la frontera, pertenecen al dominio D,

Fig. 276
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Asi, V, es la suma de los voliimenes de los cilindros elementales
indicados, es decir, el volumen de un cierto cuerpo «escalonado»
(fig. 277).

Examinemos una sucesién arbitraria de las sumas integrales,
formadas con ayuda de la funcién f (z, y) en el dominio dado D:

Vai Vags «oor Vags « - (2)

para diferentes métodos de division del dominio D en las partes As;.
Supongamos que el didimetro maximo de los elementos As; tiende
a cero, cuando ny — oco. En este caso resnlta vilido el siguiente
teorema que citemos aqui sin demostracién.

Fig. 277 Fig. 278

Teorema 1. Siendo f (z, y) una fincion corntinua en el dominio cerra-
do D, la sucesién (2) de las sumas integrales (I) tiene un limite, si el
didmetro médzimo de As; tiende a cero, mientras que n — oo. Este
limite siempre es el mismo para cualquier sucesién de la forma (2),
es decir, no depende del modo de division del dominio en los elementos
As; ni de la eleccién del punto P; dentro del dominio parcial As;.

Este limite se llama integral doble de la funcién f (z, y) exten-
dida por el dominio D y se designa asi:

i§f(pyas 6§11 y)dady,
es decir,

dmnl:lg:[»a;_: f(P) Asi = H (z, y)dxdy.
Aqui D se llama dominio de mtegmc:én
Si es f(z, y) > 0, la integral doble de f (z, y) extendida por
el dominio D es 1gual al volumen @ de un cuerpo limitado por la
superficie z = f (z, y), el plano z = 0 y la superficie cilindrica,
cuyas generatrices son paralelas al eje Oz y la directriz es la fron-
tera del dominio D (fig, 278).
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Examinemos ahora los siguientes teoremas acerca de la integral
doble.

Teorema 2. La integral doble de la suma de dos funciones
@ (z, y) -+ VP (z, y), extendida por un dominio D es igual a la suma
de las integrales dobles extendidas por este dominio D de cada una de las
dos funciones por separado:

SE [q) (35, y) 'F‘ 'IP(.I. y)l d8‘=' SDS 'P(z- y) ds +_ 5;} q’{xi y) ds‘
D

Teorema 3. El factor constante se puede sacar fuera del signo
de la integral doble:
si a=—const, tenemos:

(] ag(z, y)ds=a |§ @ (z, y)ds.
D n

La demostraciéon de estos dos teoremas se efectia de modo ané-
logo al que hemos practicado para demostrar teoremas correspon-
dientes de la integral definida (véase tomo I, § 3, cap, XI).

Teorema 4. Si el dominio D estd dividido en dos dominios parcia-
les Dy y Dy, sin poseer puntos interiores comunes, y la funcién f (z, y)
es continua en todos los puntos del dominio D, enlonces:

§§7(x, y)dzdy=§§ f(x, y)dzdy+{ f(z, y)dedy. (3)
D

In Dy

Demostracién: La suma integral por el dominio D se puede
representar en la forma (fig. 279)
D1 (P)As;= 3 [ (P)) Asi+ 3 1 (Py) As, (4)
I Iy i1y
donde la primera suma contiene términos correspondientes a los
elementos del dominio Dy, y la segunda, términos correspondientes
a los elementos del dominio D,. En efecto, como la integral doble
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no depende del modo de dividir el dominio D, dividdmoslo de
manera que la frontera comin de D, y D, sea también una frontera
de los elemetos As;. Pasando en la igualdad (4) al limite, cvando
As; — 0, obtenemos la igualdad (3). Es evidente que este teorema
es véilida para cualquier nimero de sumandos.

§ 2. CALCULO DE LA INTEGRAL DOBLE

Sea un dominio D del plano Ozy tal que toda recta paralela a uno
de los ejes de coordenadas (por ejemplo, al eje Oy) y que pasa por
un punto interior*) del dominio,
A g.qp:m N corta su frontera en dos puntos N

M/-T\M y N (fig. 280).

4 2 upongamos que en el caso exami-
D nado el dominio D estd limitado por

las curvas: y = @y (2),y = @2 (7) y las
rectas, x = a, r = b; que

~ M
ik £ 1 P (D) < 9z (2), a <<
gl a X X

y ademas las funciones ¢ (z) y ¢z ()

Fig. 280 son continuas en el segmento [a, b]

Convengamos llamar tal dominio

regular en la direecién del eje Oy. De modo semejanle se deter-
mina el dominic regular en la direccién del eje Oxz.

Un dominio regular en las direcciones de ambos ejes de coorde-
nadas llamemos simplemente dominio regular. La figura 280 da un
ejemplo de dominio regular D

Sea f (z, y) una funcién continua en el dominio D.

Examinemos la expresion

b pulx)

Ip= é (m‘.}'x,f (z, y)dy)dz,

la que llamaremos integral iterada de segundo orden de la funcién
f (z, y), extendida por el dominio D. En esta expresién al principio
se calcula la integral entre paréntesis. La integracién se realiza
respecto a y, considerando x constante. Como resultado de la inte-
gracién obtenemos una funcién continua**) de z:

alx)

@)= | f( ydy.
%)

#) El punto interior es un punto del dominio que no se encuentra en su
frontera,

*#) Aqui no se demuestra que la funcién @ (z) es continua.
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Integramos la Gltima funcién respecto a z entre los limites desde
a hasta b:

ID=§(D(:c)dz.

En definitiva obtenemos un nlmero constante.
Ejemplo 1. Hallar la integral iterada de segundo orden

1 /x?
In=|§ (é (z2+4y2) dy) dz,

Soluecién. Calculemos al principio la integral interior, (entre paréntesis):

x1
3y x3 2)3 8
© @)= @t a= (s +4) 7 =z B e
0
Integrando la funcién obtenida desde 0 hasta 1 hallamos:
1
s By e (2 2N L 28
So(” +5) de= (F+57) =5 +tow=T% -

Determinemos el dominio D. En el caso dado D es un dominio limitado por
las lineas (fig. 281):
y=0, 2=0, y=22, 2=1.

A veces puede ocurrir que el dominio D es tal que una de las funcio-
nes y = @4 (z), ¥ = @2 (z) no puede ser dada por una sola expre-

gi

8
§

_j 2 0 X

Fig. 281 Fig. 282

sién analitica en todo el intervalo de la variacion de z (desde z = a
hasta x = b). Sea, por ejemplo, a < c <<b, y

4 () = ¥ (z) en el segmento [a, c],

@ (z) = % () en el segmento le, bl,
donde P (z) y x () son funciones dadas analiticamente (fig. 282).
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En este caso escribamos la integral iterada de la manera siguiente:
b opaix)

S () /(z, y)dy)dz=

a  ggx)

) b @ulx)

f(z, y)dy)dz+§ (@L‘f{x‘ y) dy)da =

e gglx) b @glx)

=§ () f= pdy)dz+§ (| f(z, y)dy)dz.
a  f(x) e lx)

e g
=§(
a gl

nEll

La primera de estas igualdades esta escrita en virtud de la propiedad
conocida de la integral definida y la segunda, por que en el segmen-
to la, c] tenemos ¢, (x) = ¢ (z) y en el segmento [c, b], @ (z) = ¥ (2).

8i la funcién ¢, (z) es dada por diferentes expresiones analiticas
en varias partes del segmento [a, b], la inscripciébn de la integral
iterada de segundo orden serd anéloga.

Determinemos ciertas propiedades de la integral iterada de
segundo orden.

Propicdad 1. Si un dominie D regular en la direccién del eje
Oy lo dividimos en dos dominios Dy y D,, mediante una recta paralela
al eje Oy o al eje Oz, la integral iterada de segundo orden Ip extendida
por el dominio D serd igual a la suma de integrales semejantes exten-
didas por los dominios Dy y D, es decir,

In=1Ip +1Ip,. (1

Demostraciéon. a) Supongamos que la recta z = c (@ <<c << b)
divide el dominio D en dos dominios*) D, y D, regulares en la direc-
cion del eje Oy. Entonces

b opglxd

b c : b
ID=_£ ({‘T’{hif{x, y) dy )dz = ‘};(D(x}dx= _EI(I?(x)d:c-l— :S:lD(.I) dz=

o gafx) b gpalx)
={ () /@ yay)dz+§ (§ /z y)dy)dz=1Ip + Ip,
a gx) c @yx)

b) Supongamos que la recta y = k divide el dominio D en dos
dominios Dy y D, regulares en direccion del eje Oy, de modo tal
como se expone en la figura 283. Designemos por M, y M, los puntos
de interseccion de la recta y = h con la frontera L de D. Designemos

las abscisas de estos puntos por a,; y b;.

*) El hecho de que una parte de la frontera de D (también del dominio I};)
es un tramo de recta vertical no impide que este dominio sea regular en la direc-
cién del eje Oy. En efecto, para que un dominio sea regular, es preciso sélo
Eua cada recta vertical pasante por un punto interior de éste, tenga no mas

e dos puntos comunes con la frontera.
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El dominio D, estd limitado por las curvas continuas:

1) y = ¢ (@); , _
2) la curva A M M,B, cuya ecuacién escribimos convencional-

mente en la forma '
v=oi (2),

teniendo en cuenta que @ (z) = ¢, (z) cuando e <z < ay y by <

Lz Lb, ¥y que

Qs (z) =h, cuando a,<z<Lby;

3) las rectas r = a, z = b.

Fig. 288

El dominio D, estd limitado por las curvas

y=0; (), y= P2(2), donde g, <2 h,.

Aplicando a la integral interior el teorema sobre la descomposi-
cién del intervalo de integracién, escribamos la identidad siguiente:

golx)
I (w gﬂf (z, y)dy)dz=

I
B ey T

» 'l":(‘x) Falx)
=§{( fl@, ay+ § f(z, y)dy)dr=

Py (x) rp:( %)

B O

b 'F;f.r) z{-'r)
=§({ 1w dy)az+ {(T" 1z, v) dy yde.
a §(x

2 ot



160 Integrales miiliiples

Descompongamos la ltima integral en tres integrales aplicando
el mismo teorema a la integral exterior:

b @ylx) a; gglx)
S (§ f@ pay)dze=]§ (| flz, y)dy)de+
? o) @ ¢
b_: ‘F'.'(_x) b @ylx)
+ 5 (§ flo way)dz+§ (§ fz, y)dy)dx;
] b 9%

como @} (x) = ¢, (z) en los segmentos la, a,] y b, b], las inte-
grales primera y tercera son idénticamente iguales a cero. Por eso:

gy ) b

b 1 ‘th!]
In=1 ( g,f(x. y)dy)dz+ § ( §]f(a:. y) dy )dz.
a @x ay w’:‘x

Aqui la primera integral es una integral iterada de segundo orden
por el dominio Dy y la segunda, por el dominio D,. Por consiguiente,

IDZID"‘}' ID,,.

La demostracion serd semejante cualquiera que sea la posicién
de la secante M M,. Si la recta MM, divide a D en tres o, incluso,
en mayor nimero de dominios, obtenemos una relacién, anéloga
a la (1) con el nimero correspondiente de los sumandos en el segundo
miembro.

Corolario. Cada uno de los dominios obtenidos podemos dividir
de nuevo en dominios regulares en la direccion del eje Oy mediante

A
- T
!
1
- y
0| a bx
Fig. 284

una paralela a Oy o a Oz, y aplicar a éstos la igualdad (1). Por con-
siguiente, se puede dividir D en cualquier ntimero de dominios
regulares mediante paralelas a los ejes de coordenadas

Dy, Dy, D3, ... Dy,
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en este caso también serd vélida la afirmacién de que la integral

iterada de segundo orden extendida por el dominio D es igual a la

suma de estas integrales extendidas por los dominios parciales, es
decir (fig. 284):

Iﬂ=ID]+IDg+ID‘+ ol +Iﬂj. (2}

Propiedad 2. (Evaluacién de la integral iterada de segundo orden).

Sean m y M los valores minimo y mdximo de la funcién f (z, y) en

el dominio D. Designemos por S el drea del dominio D. En este
caso tenemos la correlacién

b galx)
mS <L § ( ;Jf(z. y) dy )dz < MS. 3)

a @x

Demostracion. Evaluemos la integral interior, designdndola
por @ (2):

p2lx) tp,(_x)
D (2)= wSmf(r, y)dy < wkmM dy = M [@; (z) — ¢ (2)].
Obtenemos:
b ga(x)
Ip= g (.pjx f(z, ydy)dz < S M @y (z) — ¢ (x)] dz = MS,
es decir
I, < MS. (3)

Anéilogamente tenemos:
paix) pelx)

@)= | f(a' y) dy > S mdz=m g, (z) — @ (z)],

q‘l(

b
fn-Sd)(-r)d-r § m[@2(z) — @ ()] dz = mS,

es decir,
Ipn > mS. (3"

De las desigualdades (3") y (3") se deduce la correlacién (3):
mS L Ip L MS.

En el parrafo siguiente aclaremos el significado geométrico de
este teorema.

Propiedad 3 (Teorema de la media). La integral iterada de
segundo orden Iy de una funcién continua f (z, y), extendida por una
dominio D del drea S es igual al producto de S por el valor de la fun-
cién en cierto punto P del dominio D, es decir.

b @ylx)
1 (] 1@ v dy)de=1®)s. @
a mx
11538
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Demostracién. De la correlaciéon (3) obtenemos:
1

- 1 = - -
El nimero < I estd comprendido entre las valores maximo y minimo

de la funcién f(z, y) en el dominio D. En virtud de la continuidad
de la funcion f(z, y), ésta toma en cierto punto P del dominio D

el valor igual a — Ip, es decir.

k)
& o=/ (P),
de donde:
In=1®)s. )

§ 3. CALCULO DE LA INTEGRAL DOBLE (CONTINUACION)

Teorema. La integral deble de una funcidn continua f (z, y),
extendida por un dominio regular D, es igual a la integral iterada de
segundo orden de esta funcién extendida por D, es decir,*)

b P (x)

KDSf(r, y)dxdy=§ (NS /(z, y)dy)dz.

x)

Demostracién. Dividamos el dominio D por las paralelas a los
ejes de coordenadas en n dominios regulares (rectangulares):

Asy, Asy, ..., As,.

En virtud de la propiedad 1 [fé6rmula (2)] del parrafo anterior
tenemos:

Ip=TIpo+Tagy+ oo + Iny, = E{ Tins (1)

Transformemos cada sumando del segundo miembro utilizando el
teorema de la media para la integral iterada de segundo orden:

Iprgy =1 (P)) Asy.
Entonces, la igualdad (1) toma la forma

In=f(P)) As;+f(P2) As;+ ... +f(Pn) Asn=§“f(P:) As;, (2

*) De nuevo suponemos que el dominio D es regular en la direccién del
eje Oy y limitado por las curvas y = @4 (z), y = 92 (z) y las rectas z = q,
z=b.
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donde P; es un punto en As;. A la derecha tenemos una suma inte-
gral para la funcién f (z, y) extendida por el dominio D. Del teo-
rema sobre la existencia de la integral doble se deduce que el limite
de esta suma existe y es igual a la integral doble de la funcién

z=f(xy)
Y, ‘ﬂ . &~
[~
V),
| l 5
/ Y= e
0 a X 7] X

Fig. 285

f (z, y) por D, cuando n— oo y el didmetro méaximo de los dominios
parciales As; tiende a cero.

El valor numérico de la integral iterada de segundo orden I, del
primer miembro de la ignaldad (2) no depende de n. Por tanto,
pasando al limite en la igualdad (2), obtenemos:

Ip= lim X f(P)As;= §DSf(x. y) dz dy

d1dm As;—+0

SDS f(z, y)dedy=1Ip. (3)

Esrcibiendo la expresion de la integral iterada de segundo orden
I, en forma més detallada, en definitiva obtenemos:
b @aix)

§§f@ pazdy=13 (| f(z, v dy)dz. (4)
D a @ylx)

Observacién 1. Cuando f (z, y) > 0, la férmula (4) toma una
interpretacion geométrica ilustrativa. Analicemos un cuerpo limi-
tado por la superficie z = { (x, y), el plano z = 0 y la superficie
cilindrica cuyas generatrices son paralelas al eje Oz y la directriz
sigue la frontera del dominio D (fig. 285). Calculemos el volumen V
de este cuerpo. Hemos indicado ya que el volumen de este cuerpo
es igual a la integral doble de la funcién f (z, y) extendida por el
dominio D:

— £ dx d .
14 EDS f(x, y)dzdy &)
11+
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Calculemos ahora el volumen de este cuerpo utilizando los resulta-
dos del § 4, cap. XII, tomo I sobre el calculo del volumen de un
cuerpo segin las dreas de secciones paralelas. Tracemos el plano
secante z = const (a <<z << b), que corta el cuerpo. Calculemos
el drea S (z) de la figura obtenida en la seccién z = const. Esta

r4 Z=X+y+l

VI"
1 I N\

< f'fr)ﬁy)_‘"__,..._. h
1 \
‘
LHH-==4
= 1
'
==X
-+ =M1 _-;J
L “:-'-....
-
Wy

Fig. 286 Fig. 287

figura es un trapecio curvilineo limitado por las lineas z = f (z, y)
(z = const), 2 =0, y = ¢ (z), ¥y = @2 (z). Por consiguiente, esta
area se expresard mediante la integral
@ylx)
S(@)= | f(z, y)dy. (6)
P,(x)

Conociendo las areas de las secciones paralelas, es ficil hallar el
volumen del cuerpo:

b
V=15 (2)da,
o, sustituyendo S (z) en esta férmula por su expresion de (6), tenemos:
b m:{x)
V=] (v.}df(x. y) dy )dz. (7

Los primeros miembros de las férmulas (5) y (7) son iguales por tanto
son iguales también sus segundos miembros:

b pylx)
KD“(I. y)d:rdy:é (q_!x)f(x. y) dy )dz.

No es dificil aclarar ahora el significado geométrico del teorema
sobre la evaluacitén de la integral iterada de segundo orden (la pro-
piedad 2 del parrafo anterior): el volumen V de un cuerpo limitado
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por la superficie z = f (z, y), el plano z = 0 y la superficie cilindri-
ca, cuya directriz sigue la frontera del dominio D es superior que el
volumen de un cilindro de base § y altura m e inferior que el volu-
men de un cilindro de base § y altura M (m y M son los valores
minimo y méximo de la funcién z = f (z, y) en el dominio D
(fig. 286). Esto se deduce de que la integral iterada de segundo orden
Iy es igual al volumen V de este cuerpo.

Ejemplo 1. Calcular la integral doble § { (4—x%—y2)dz dy, si el domi-
D

nio D estd limitado por las rectas z=0, z=1, y::IEI', y=-§-

5 -
Solueién. En virtud de la férmula, tenemos:
3/ 1 3 s
'P‘:S [S {d—a2—y?) d::] dy = S [4::—y3=——a£,'— dy=
b0 0 $
3 3

e e Ol 2

Ejemplo 2. Calcular la integral doble de la funcién f(z, y)=1-+z+v,

extendida por el dominio limitado por las lineas: y= —=z, z= |y, y = 2,
z=0 (fig. 28
Solucwn

S
=l

2

S” (2 4y) d | dy = § [e+ov+3 ]": dy =

=
I

[
Bl S SESIN

[
[(VF+9’VF+';“) . (—y-y‘—ki.:—]]dg::
[

Observacién 2. Supongamos que el dominio D regular en la
direccion del eje Oz estd limitado por las lineas

x:lpl{y}! r=‘|’:(y),y=¢- ytda
siendo Wy (y) < W2 () (fig. 288).
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Es evidente, que en este caso tenemos:

. d ()
§V (@ pdedy=1{ (| f(z, y)dz)dy. (8)
D ey

Para calcular una integral doble es preciso representarla en
forma de una integral iterada de segundo orden. Esto se puede hacer

1y
d.
- 4

S %’ n)

X % y
c.

0 1 x
g X //I
Fig. 288 Fig. 289 Fig. 290

por dos procedimientos, utilizando la férmula (4) o la (8). En cada
caso concreto, para calcular la integral doble elijamos una u otra
formula segln la forma del dominio D o del integrando.

Ejemplo 3. Cambiar el orden de integracién en la integral

1 Vi
!=_\(§ f(r.y)dy)dx-

]

Solucién. El dominio de integracién esti limitado por la recta y==
y la paribola y =)z (fig. 289).

Toda paralela al eje Oz corta la frontera del dominio no mds que
en dos puntos. Por tanto, se puede calcular la integral seglin la férmula (8)
poniendo

Yi(W)=v2 Ya()=u O0<y<t;

entonces :
1 v
I={(§ #(=z, y)dz) dy.
0 p2

u
Ejemplo 4. Calcular ES:’ ds, si el dominio D es un tridngulo limi-

D
tado por las rectas y ==z, y=0, =1 (fig. 290).
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Solucién. Sustituyamos la integral doble dada por una integral iterada
de segundo orden, utilizando la férmula (4). (Si usdramos la férmula (8),
v
tendriamos que integrar la funcién e respecto a =; pero esta integral no se
expresa mediante las funciones elementales):

¥ i = v 1 v
S S &* ds=S (S exdy) d:r-_—s (zex):d.r:_—:
D 0 0 0
1 &
. _ _w xd _r—-l_
_§x(c 1) dz = (e ”TJP = 0,859 ...

Observacién 3. Si el dominio D no es regular en la direccién
del eje Oz, ni en la del eje Oy (es decir, si existen rectas verticales
vy horizontales que pasan por los puntos interiores del dominio
y cortan la frontera del dominio en mds dos puntos), entonces no

1Y
fg
T 1 ;
II Dz |
2% o %%
] D ]
0 ""x= . IJ :
[
Fig. 291 Fig. 292

podemos presentar la integral doble extendida por este dominio
en la forma de una integral iterada de segundo orden. Si logramos
dividir el dominio irregular D en un nimero finito de dominios
regulares Dy, D, ..., D, en direccion del eje Oz 6 Oy entonces,
al calcular la integral doble por cada uno de estos dominios parcia-
les (con ayuda de la integral iterada de segundo orden) y al sumar
los resultados, obtenemos la integral buscada extendida por el
dominio D.

En la figura 291 se muestra el modo de dividir el dominio irre-
gular D en dos dominios regulares Dy y Da.

Ejemplo 5. Calcular la integral doble

S S ex+l ds
D
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extendida por el dominio D, encerrado entre dos cuadrados con el centro en el
origen de coordenadas y los lados paralelos a los ejes de coordenadas, si cada
lado del cuadrado interior es igual a 2 y el del exterior a 4 (fig. 292).

Solucién. El dominio D es irregular. Sin embargo, las rectas z — — 1
¥y z = 1 lo dividen en cuatro dominios regulares D,, D,, D3, D,. Por eso:

§extvds=(§extvdst § [ exvas 4 { § extvast §§ exrvas.
] Dy Iy Dy Dy

Representando cada una de estas integrales en forma de una integral iterada
de segundo orden, hallamos:
~8 2 1 2
SS etVds= [ (| extv dy) dz+ § (S e*tV dy) dx
D -2 -2 -1 1

1 -1 2 2
+ § (5 evdy)det § (§ extvdy) de=
-1 -2 15
=(2—e?) (et —e) |- (2 —e) (e—e~t) | (et —e2) (e—e~) -+
+(e?—e"?) (e2—e) = (eB—e73) (e—e~1) = 4 senh 3 senh 1.
Observacién 4. En adelante escribamos la integral iterada de
segundo orden

b @glx)
Ip= £ (m!('x)f(x. y) dy ) dz,
omitiendo los paréntesis de la integral interior, es decir, en la forma:
b @alx)
Ip=1F§ | f(z, y)dydz.
a @lx)

Aqui, (igual que en el caso, en que se ponen los paréntesis) conven-
gamos que la primera integracion se realiza respecto a la variable,
cuya diferencial estd escrita primera y después, respecto a la otra
variable, cuya diferencial est escrita en el segundo lugar. Notemos,
sin embargo, que esta-regla no esti generalmente aceptada. En
algunas obras estd adoptado el procedimiento contrario: al princi-
pio, la integracién se realiza respecto a la variable, cuya diferencial
ocupa el Gltimo lugar¥*). '

§ 4. CALCULO DE AREAS Y VOLUMENES
CON AYUDA DE INTEGRALES DOBLES

1. Volumen. Como hemos visto en § 1, el volumen V de un
cuerpo, limitado por una superficie z = f (z, y), donde f (z, y)
es una funcién no negativa, el plano z = 0 y la superficie cilindrica,

*) A veces se utiliza también la anotacién siguiente:

_b "2 b Do
Ip=§ (§ f(z, dy)dz={ dz | f(z, y)ay.
a 9 a 9,
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cuyas generatrices son paralelas al eje Oz, y la directriz sigue la
frontera del dominio D, es igual a la integral doble de la funcién
f (z, y) extendida por D:

V= SDS f(z, y)ds.

Ejemplo 1. Calcular el volumen de un cuerpo limitado por las super-
ficies z=0, y=0, 24y+z2=1, 2=0 (fig. 293).
Solucidn.

V={§ (1—z—y)dydz,
D

donde D (rayado en la figura 293) es el dominio en forma triangulsr del
plano Oxy limitado por las rectas =0, y=0, z-}y=1.

Z  z=p(xy)

\\\\\\vn\\\\\\\\\\\“\... 5 i
o X““ynf
x
s Fig. 294
Poniendo los limites en la integral doble, calculemos el volumen:
{ {—x ;
yﬁ {1—x
V-=-S S (1—:—v}dydx=8[“__x)y_7 .

00 )

(1—2)‘(!:::-:-;— .

NI-—A

§
a

Asi, V=~:§- unidades ciibicas.

Observacién 1. Si el cuerpo, cuyo volumen se busca, estd limi-
tado por arriba y por debajo por las superficies z = @, (z, y) > 0
y z = @y (z, y) > 0, respectivamente, siendo D la proyeccién de
ambas superficies sobre el plano Ozy, entonces, el volumen V de este
cuerpo es igual a la diferencia entre los volimenes de dos cuerpos
«cilindricos», el primero de los cuales tiene D como base inferior
y la superficie z = @, (z, y), como base superior, y el segundo
tiene D también como base inferior y la superficie z = @, (z, y),
como hase superior (fig, 294).
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Por eso, el volumen V es igual a la diferencia de dos integrales
dobles:

V=g%wm&—§%mm¢
V:_g;)s (@, (2, 1) — D (z, )] ds. (1)

Es facil demostrar que la formula (1) es vilida no sélo cuando
@D (z, y) v Dy (x, y) son funciones no negativas, sino también,
cuando @ (z, y) y ©» (z, y) son

0

AY funciones continuas arbitrarias que
satisfacen la correlacion:
% D, (z, y) > Dy (z, y).
M Observacién 2. Si la funcién

f(z, y) cambia de signo en el

dominio D, divida nos a éste en dos

% X dominios: 1) doninio Dy, donde

f(z, ) > 0; 2) dowinio D,, donde

f(z, y) < 0. Supongamos que Dy

y D, son tales o1e por estos domi-

nios existen las integrales dobles.

En este caso la integral por el

dominio D, sera positiva e igual al

volumen del cuerpo dispuesto por

Fig. 295 encima del plano Ozy. La integral

extendida por D, sera negativa

e igual por su valor absoluto al volumen del cuerpo dispuesto

por debajo del plano Oxy. Por consiguiente, la integral extendida

por el dominio D expresard la diferencia de los volimenes corres-
pondientes.

2. Calculo del area de un dominio plano. Si formamos una suma
integral para la funcién f (z, y) = 1 por el dominio D, obtenemos
el drea

S= D 1-As,
i=1
cualquiera que sea la divisién. Pasando al limite en el segundo
miembro de la igualdad, obtenemos:

S= SDS dz dy.

Si el dominio D es regular (véase, por ejemplo, fig. 280), el drea S
se expresard mediante la integral interada de segundo orden
b_ ‘le(:l.']

a @lx)
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Después de la integracién de la integral entre paréntesis, tenemos:
4]

S =\ [p2(2) — @y (2)] dz.
(véase § 1, cap. XII, tomo I).

Ejemplo 2. Calcular el drea de un dominio limitado por las curvas
y=2—2% y=1z
Solueién. Determinemos los puntos de interseccién de las curvas dadas
ifaig.d 59{3}. Las ordenadas de dos curvas son iguales en el punto de interseccién,
o x =2 — z2,
de donde: 2?4z —2=0, z; = —2, z, = 1.
Hemos obtenido dos puntos de interseccion:
My (—2, —2), M3 (1, 1).
Por tanto, el édrea buscada es:
1 2—x2 1
S=S ( S dy) d;:S T d'.x=|:2:: _’:'Ts—“f—f]‘ s
-2 —2

x

§ 5. INTEGRAL DOBLE EN COORDENADAS POLARES

Sea dado en el sistema de coordenadas polares 0, p, un dominio D
tal, que todo rayo*) pasante por un punto interior de D corta la
frontera del dominio no més que en dos puntos. Supongamos tam-
bién que el dominio D estd limitado por las curvas p = M, (9),
p =@, (0B y los rayos 8 = a, y 0 = B, siendo @, (0) < D, (8)
y a << P (fig. 296). Diremos que un dominio tal es regular.

Sea dada en el dominio D una funcién continua de las coorde-
nadas 0 y p:

z = F (0, p).
Dividamos arbitrariamente D en los dominios parciales As;, As,, . . .
ooy Asy.

Formemos la suma integral:

Vo= E F(Py) Asy, (1)

donde P, es un punto en Asy.
Del teorema sobre la existencia de la integral doble se deduce
que cuando el didmetro méximo de As, tiende a cero, la suma inte-

*) Llamemos rayo a toda semirrecta que parte del origen de coordenadas,
es decir, del polo P.
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gral (1) tiene un limite V. Segin la definicién, este limite V es la
integral doble de la funcién F (8, p) extendida por el dominio D:

V=\\ F(, p)ds.
JF®© 0 @
Calculemos aqui esta integral doble,
Como el limite de la suma integral no depende del modo de
dividir D en los dominios parciales As,, podemos dividirlo, para

la comodidad, mediante rayos 0 =0, 6 =0;, 8 =0,, ...,
.-y 0 =20, (donde 8y = a, 8, =B, 0, <O, <O << ... <<Hy)
¥ las circunferencias concéntricas p = pg, P =Pty . . «» P = Py

ldonde p, es igual al valor minimo
de la funcién @ (8) y p,., al valor
méaximo de @, (8) on el intervalo
aéﬁ\«;ﬁ, Po<<pP1 << ... {pm]'

Designemos por As;, el dominio
parcial limitado por las lineas
P = Pi-1, P = p1, 0= Op-1, 8 = Op.

Sean aqui tres tipos de los do-
minios parciales Asp: 1) los que
no se cortan por la frontera y se
sitian dentro del dominio D; 2) los
que no se cortan por la frontera y
se sitian fuera del dominio D;
3) los que se cortan por la frontera
de! dominio D.

La suma de los términos, co-
rrespondientes a los dominios par-
ciales cortados, tiene por limite cero, cuando A8, -0y Ap; — 0,
por lo que estos sumandos no se toman en cuenta. Los dominios
parciales As;; que se encuentran fuera de D y no entran en la suma
integral no nos interesan. Por consiguiente, se puede escribir la
suma integral en la forma:

Va 2321 [? F(Py) Asy)

donde P es un punto arbitrario de Asy.

El signo de suma doble significa aqui, que al principio sumamos
por el indice i, considerando % constante (es decir, sumamos todos
los términos que corresponden a los dominios parciales comprendi-
dos ‘entre dos rayos vecinos*). El signo de suma externo significa

*) Observemos que al sumar por el indice i, éste no tomard obligatoria-
mente todos los valores de 1 a m, puesto que no todos los dominios parciales
situados entre los rayos 8 = 65 y 8 = 0,4, pertenecen a D.
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que nosotros unimos todas las sumas obtenidas durante la primera
adicién (es decir, sumamos por el indice k).

Hallemos la expresién del drea del dominio parcial As;, que no
se corta por la frontera de D. El édrea es igual a la diferencia de las
dreas de dos sectores:

. 1 1 A
Asy, = iy (pr + Apy)® AG, — 5 PiABy, = (Pf + ?p;_) Ap,AD,

Asy, = p; Ap,A8,, donde p; << p; <<p;+ Ap;.
Asi, la suma integral tiene la forma¥*)

Va=2 [ZF O oi) pitei00,],
donde P (8%, p!) es un punto de Asj,. Saquemos el factor A8, fuera
del signo de la suma interior (esto se permite, puesto que es un factor
com(n para todos los términos de esta suma):

L

Va= 2 [Z F @ o)) piAp;] AB,.

h={

Supongamos que Ap; — 0 y AB, queda constante. En este caso,
la expresién entre paréntesis tenderé a la integral

@,(0))
S F{Bh: P)pdp-
@,i0))
Suponiendo ahora que A8, — 0, en definitiva, obtenemos**):
B @0
V=) () F(®, p)pdp)dd. (3)
a @,

*) Podemos analizar la suma integral en esta forma, puesto que el limite

de la suma no depende de la posicién del punto dentro del dominio parcial.
**) Nuestra deduccién de la férmula (3) no es rigurosa, al obtenerla, al
Erincipio, hemos téndido Ap; a cero, conservando Af, invariable y sélo después
emos tendido A, a cero. Esto no corresponde completamente a la definicion
de integral doble la que consideramos como el limite de una suma integral,
cuando los didmetros maximos de los dominios parciales tienden a cero
(es decir, cuando A8, y Ap; tienden simultdneamente a cero). Sin embargo,
a pesar de la fal*a de rigurosidad en la demostracion, el resultado es justo (es
decir, la férmulam§3) es vilida). La demostracién rigurosa podria ser efectuada
mediante el método utilizado para el examen de la integral doble en las coor-
denadas rectangulares. Notemos, que esta férmula sera deducida también
en § 6, partiendo de otras consideraciones (como caso particular de la férmula
mds general para transformar las coordenadas dentro de la integral doble).
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La férmula (3) sirve para calcular integrales dobles en las coor-
denadas polares.
Si la primera iplegracion se realiza por 6, y la segunda, por p,
obtenemos la férmula (fig. 297):
pz  alp)

V=‘§ (m.\‘wf«' ©, 0)dd)pdp. (3)

Supongamos que es preciso calcular la integral doble de la fun-
cién f (r, y), dada en coordenadas rectangulares y extendida por
el dominio D:

EDS' f(x, y) dz dy.

Si D es un dominio regular en coordenadas polares 0, p, el cileulo
de la integral dada se puede reducir a la determinacién de una inte-

Fig. 297 Fig. 298

gral iterada de segundo orden en coordenadas polares.
En efecto, puesto que
z=pcosb, y= psenb,
f(z, y) =flpecosB, psenB] = F (0, p),
por tanto, tenemos
@3(0)

B
§§7@ ydzdy={( ) flocosd, psen6]pdp)do. (4)
D o @0
Ejemplo 1. Calcular el volumen V del cuerpo limitado por la superficie
esférica
¥ - y? + 2% = 4a?

234 y? — 2ay = 0.

Solucién. Como el dominio de integracion se puede tomar, en este ejemplo,
la base de un cilindro z? 4 y? — 2ay = 0, es decir, un circulo de radio e ¥
centro en el punto (0,a). La ecuacién de este circulo se puede escribir en la
forma: z? + (y — a)* = a* (fig. 298). Calculemos la cuarta parte del volumen

y el cilindro
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V, es decir, la parte dispuesta en el primer octante. Entonces, en calidad del
dominio de integracién debemos tomar un semicirculo, cuyas fronteras son
determinadas por las ecuaciones:

T=@1(1)=0, z=g2(y)="V2ay—4?,
y=0, y=2a.
E] integrando es

s=f(z, y) =V4a?—zt—)2,

2a V'Ea_y—_yf
%V=S ( S vmdx) dy.
0 0
Transformemos la integral obtenida para las coordenadas polares 8, p:
z=pcosB, y=psen0.

Por tanto,

Determinemos los limites de integracién. Para esto escribamos la ecua-
cién de circunferencia dada en coordenadas pola-
res: puesto que ———

z3+y2=p?. /,’ -~
I
¥ =psen D, a —>—‘ \'I

p2—2apsenB=10

tenemos:

6
p=2asen 0.

Por consiguiente, las fronteras del dominio
en coordenadas polares (fig. 299) se determinan
por las ecuaciones: Fig. 299

P=D4(0)=0, p=;())=2asn0, a=0, p=-,

el integrando tiene la forma

F (0, p)= VP —p2,

Por consiguiente, obtenemos:

_(405—p2]’f' 2asen @
[ 3 ]u 48

=
I
S T
—_—
()
5
[~}
3
|
-
-]
£
=9
2
S—
a
=
I
St 3|1

1]
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Ejemplo 2. Calcular la integral de Poisson:

o0
E e~ gz,
et -
Solucién: Calculemos al principio la integral Ig={§ e~ 4z ay,
D
donde el dominio de integracion D es un circulo
24 py2=R2
(fig. 300).
Pasando a las coordenadas polares 0, p, tenemos:
2n R 2n R

Ig= S ( S P dp) 0= — S e-D‘Lde}:n(i_r“’).
0 0 1]

Si hacemos que el radio R tienda al infinito (es decir, si ampliamos
indefinidamente el dominio de integracion), obtenemos la asi llamada inte-

Fig. 300 Fig. 801
gral miltiple impropia:
N e 2n R

([ e *"pdp)do= i —P'pdp)d0=lim n(1—eF%)=n.
§Gerrayiomjim TG eroain jm e
Demostremos, que la integral {{ e *"~¥’drdy tiende al limite =,

D

cuando el dominio D’ de forma arbitraria se amplia de modo tal, que todo
punto del plano se encuentre, por fin, en D’ y permanezca en él (anotemos
convencionalmente esta ampliacién del dominio D’ por la correlacién
D' -+ o). i

Sean Ry y R, las distancias minima y méxima de la [rontera- del
dominio D' a partir del origen de coordenadas (fig. 301).

Como la funcién e=**~¥* >0 por dondequiera, las desigualdades

Ip < %g eV dy < I,

a(l --e"Rf} < S S e dr gy Lo (1 -—e"Rg-}
Df

son vilidas.
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Como D' -+ oo, es evidente que 1y -+ co y Ry -+ co y los miembros extre-
mos de la desigualdad tienden a un mismo limite n. Por consiguiente, a este
limite tiende también el miembro medio, es decir,

lim | e~V drdy=n. (5)
D'—oo -D'

Supongamos, en particular, que el dominio D’ es un cuadrado de lado
igual a 2a y centro en el origen de coordenadas; entonces:

a a a a
SS e—-.'\.'i_ul dzdy: 3 j e—xa—yﬂdx dy:-. S s c-xlg-yl dx dﬂ'ﬂ
D’ ) - —a —a —a

- _E (:Ea et dz) dy.

Saquemos ahora el factor e~V* fuera del signo de la integral interior (pode-

mos hacerlo, puesto que e '* no depende de la variable de integracidn |z).
Entonces

a a
;S eV gy dy = | e~ V? ( k et dx)dy.
iy —a —i

a
Pongamos e~*® do— B,. Este es un ndmero constanle (dependiente sélo

g pe

—a

de «); por esto 4

a [}
[ e Vazdy=§ e VBady=B, | e " ay.
D’ —a -

a
Pero, la 1dltima integral es [también igual a B, (puaslo que | e dr=
—a

a
= | e7¥"dy); por consiguiente,
-
§§ e~V dz dy=B,B, = Ba.
Df

Pasemos en esta ecuacion al limite, haciendo que a tienda al infinito (en este
caso D' se amplia indefinidamente):

a ]
i e=x2=V? 4o gy — lim Bi= lim [ { e~ dz]*=[ { e~**dz|%.
D’]Pm SDS ¥ siest t aven [_Sﬂ ] [—kaa l
Pero, segiin lo demostrado (véase (5)),

lim {{ e Vdedy=n.
Do

Por tanto:
[ T e‘ﬂdx]’-sn
—o0

12-530
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s o0
f e dy = A
—a

Esta integral se encuentra a menudo en la teoria de probabilidades y en la esta-
distica. Notemos, que es imposible calcular esta integral directamente (con
ayuda de la integral indefinida), puesto que la primitiva de ¢=* no se expre-
sa mediante Jas funciones elementales.

§ 6. SUSTITUCION DE VARIABLES
EN UNA INTEGRAL DOBLE (CASO GENERAL)

Sea dado en el plano Ozy un dominio D limitado por la curva /..
Supongamos también que las coordenadas x ¢ y son las funciones
de las nuevas variables u y v

=@ ), y= Yy ), (1)
donde las funciones ¢ (u, v) y ¥ (#, v) son uniformes, continnas

AV
Li’
v+dv /] !'% e &
v 4v }_
U F’
{ o Au LA
~
0 u urdy U 0 X
Fig, 302 Fig. 303

y tienen las derivadas continuas en cierto dominio D’ que serd defi-
nido abajo. En este caso, segiin la formula (1), a cada par de valores
u y v corresponde un solo par de valores z e y. Supongamos, ahora,
que las funciones ¢ y 1 son tales que, si damos a z e y los valores
determinados en el dominio D, entonces, segiin las férmulas (1) deter-
minemos los valores definidos de u y v.

Analicemos el sistema de coordenadas rectangulares Ouv
(fig. 302). De lo expuesto arriba se deduce, que a todo punto P (z, y)
-en el plano Ozxy (fig. 303) corresponde uniformemente un punto
P’ (u, v) del plano Ouv de coordenadas u, v definidas por las for-
mulas (1). Los nlimeros u y v se llaman coordenadas curvilineas del
punto P.

Si un punto describe en el plano Ozy la curva cerrada L que
limita el dominio D, entonces en el plano Ouv el punto correspon-
diente describird una curva cerrada L’ que limita un cierto dominio
D’; ademés, a cada punto de D’ le corresponde un punto de D..
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Por consiguiente, las formulas (1) establecen una correspondencia
biunivoca entre los puntos de los dominios D y D’, o, como se dice
también, representan biunivocamente a D en D’.

Analicemos en D’ una recta 1 = const. En general, porlas formu-
lag (1) hallemos gue en el plano Ozy le corresponde una cierta curva,
Del modo igual a toda recta v = const del plano Ouv le corresponde
una cierta curva en el plano Ozxy.

Mediante rectas w = const y v = const dividamos el domi-
nio D" en los dominios parciales rectangulares (no tomamos en
cousideracion los rectdngulos que tocan la frontera de D’). Las curvas
correspondientes dividen el dominio D en ciertos cuadriléteros
curvilineos (fig. 303).

Analicemos en el plano Ouv un rectingulo A¢, limitado por las
rectas w = const, w -4 Au = const, v = const, v + Av = const
y ¢l cuadrildtero curvilineo As que le corresponde en el plano Ozy.
Las 4reas de estos dominios parciales designémoslas por As’ y As,
respectivamente. s evidente, que:

As" = AuAv.

Hablando en general, las dreas As y As” son diferentes.
Sea dada una funcién continua

z=f(z, y)
en un dominio D).
A todo valor de la funcién z = f (z, y) del dominio D, corres-
ponde un mismo valor de la funcién z = F (u, v} en D', donde

F(u, v) = flo (u, v), $ (u, v)l.
Examinemos las sumas integrales de la funcién z extendidas
por el dominio D. Evidentemente, se verifica la igualdad siguiente:
Zf (z, y)As = ZF (u, v)As. (2)
Calculemos As, es decir, el 4drea del cuadrilatero curvilineo

P P,P3P; en el plano Ozy (véase fig. 303).
Determinemos las coordenadas de sus vértices:

Py(xy,y0), 2y =q(u, v), v =1y (u, v), ]

Py (22, Yo), 3= ¢ (u+ Au, v), Yo=Y (u+ Au, v), .
Py(x3, y3), 23==@ (u+ Au, v+ Av), =1+ Au, v+ Av), wl
Py(ay, yo), 2= (u, v+ Av), Y= (u, v+ Av).

Al calcular el drea del cuadrildtero curvilineo P,P,P,P,, con-
sideremos que las lineas PyP,, P,P; P,P,, P.,P; son, por pares,
rectas paralelas; ademds, sustituyamos los incrementos de las fun-
ciones por sus diferenciales correspondientes. De este modo, menos-

12+
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preciemos las infinitesimales de orden superior en comparacién
con las Au, Av. En este caso, las formulas (3) toman la forma:

== (u, v), =1 o), \
Y

P ;
T =g (1, V) -+ = A, s =1 (u, v) -+ . A,
du o

= )+ 22 A+ A v )+ 2w+ 2 p,
ou dv du dv
. Av.

90

z, = @ (u, U)+;—me’. Yo =1 (u, v) 4

(3

Hechas las suposiciones mencionadas, podemos considerar el

cuadrildtero curvilineo P;P,P3P, como un paralelégramo. Su érea

As es aproximadamente igual al drea duplicada del tridngulo

P\P,P,, v se determina mediante la aplicacién de la férmula co-
rrespondiente de la geometria analitica:

Aszl{xs'—Ix)(ys—ﬂz)—(zs—'xz)(ys"5‘1H=

=’(0_(Pau+a_q)Ap)ﬂAy‘_.ﬂ Av(ﬂ ,ﬁu,_i_.ﬂav)
ou dav av dv du dv

I 2 _ o9
du ov dv du

Aulv =

ﬂﬁmmrﬂﬂmmF
ou av v ou

dep dg
gu v

oy ap

| 0w v |

Aulv.

Las lineas verticales secundarias exteriores de la determinante
significan que ésta se toma por su valor absoluto. Introduzcamos
la designacidn:
99 O
ou v
9y 9y |
ou ov |

Por consiguicnle,
As= |T|As'. (4)
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La determinante [ se llama deferminante funcional o jacobiano
(por el nombre del mateméatico alemén Jacobi) de las funciones
@ (V) Y (U ).

La igualdad (4) es sélo aproximada, puesto que, al calcular el
area de As, hemos menospreciado las infinitesimales de orden supe-
rior. Sin embargo, cuanto menores son las dimensiones de los domi-

It
‘P-Qg(e)
M, Ly f gy o bh 0
; =

N 7 M’

Fig. 304 Fig. 305

nios parcialas As y As’, tanto més precisa serd la igualdad. Pasando
al limite, la igualdad comienza a ser precisa, cuando los didmetros
de Tos dominios parciales As y As” tienden a cero:

|

difm As-+0 A

Apliquemos ahora la ignaldad obtenida al cilculo de la integral
doble. En virtud de la igualdad (2), podemos escribir:

Nz, y)As ~ DF (u, v)|I|As’
(la suma integral del segundo miembro se extiende por el dominio D’).
Pasando al limite, cuando diam As’ — 0, obtenemos la igualdad
exacta:
8§ (e ) dedy=S§ F(u, v)| 1| dudv. (5)
X ;
Iista es la férmula de transformacién de las coordenadas dentro de la
integral doble. Illla permite reducir el cilculo de una integral doble
extendida por el dominio D al cdlculo de una integral doble exten-
dida por el dominio D', lo que puede simplificar el problema.
La primera demostracién rigurosa de esta féormula pertenece al
distinguido matematico ruso M. V. Ostrogradski.

Observacion. Ji1 paso de las coordenadas rectangulares a las
polares. examinado en el parrafo anterior, es un caso particular
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del cambio de variables en una integral doble, Aqui tenemos u = 0,
v=p:
z = pecosb, y= psenl.

El arco AB (p = py) del plano Ozy (fig. 304) estd representado
por la recta A’B’ en el plano 00p (fig. 305); el arco DC (p = p,)
del plano Ozy, por la recta D'C’ en el plano Ofp.

Las rectas AD y BC del plano Ozy estian representadas por las
rectas A'D" y B'C’ en el plano Op. Las curvas L, y L, se represen-
tan por las curvas L; y ;.

Calculemos el jacobiano de la transformacién de las coordenadas
cartesianas z e y en las polares 0 y p:

dz dx
Fam a0 ap _ — psenfcost — — psen® — pcos’d = — p.
dy By pcosOsen®
98 ap
Por consiguiente, | I | = p, entonces
B @)
{116 pdedy=1 (1 FO, p)pdp)do.
D a  @6)

Esta es la formula obtenida en el parrafo anterior.
Ejemplo. Calcular la integral doble

S S (y—x) dz dy
D
donde D es el dominio del plano Oxzy li-
mitado por las rectas
7
?a

z 4

y=z4+1, y=z—3, y= —

e

Y= —%.‘.‘:-j-s.

El calculo directo de esta integral
doble seria una tarea dificultosa, pero
Fig. 306 un cambio simple de variables permite re-
ducirla a la integral por un rectingulo,

cuyos lados son paralelos a los ejes de coordenadas.

Pongamos

Uu=y—z, v=Y }-—;—z. (6)

Entonces, las rectas y =z--1, y=2—3 serin representadas respectivamente
por las rectas u=1, u= —3 en el plano Ouv; las rectas y=—-%x—[—%~,

1 7 :
V= —?x+5, por las v=-3, v=3.
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Por tanto, el dominio dado D sera representado por el dominio rectangu-
lar D' expuesto en la fig. 306. Nos queda calcular el jacobiano de transfor-
macién. Con este fin expresemos z e y en funcién de u y v. Resolviendo el
sistema de ecuaciones (6), obtenemos:

3 3 1 3
z:—.—zu-{—‘zb‘. y=z-k+—‘,;-v.

Por consiguiente,

dxr dz 3 3

|wm | |TT T s 3 s
dy oy| | 4 3| 16 168 4
Bu ov 4

D
3 ¢ 3
-—Sszududvzg S Tududu:—.—ia,
Dy 7 -3

§ 7. CALCULO DE LAS AREAS DE SUPERFICIES

Supongamos que es preciso calcular el 4rea de una superficie
limitada por una curva I' (fig. 307); sea dada la superficie por una

— z=f(x.y)

Fig. 307 Fig. 308

ecuacion z = f (z, y), donde la funcién f (z, y) es continua y tiene
las derivadas parciales continuas.

Sea L la proyeccion de la curva I" sobre el plano Ozy. Designemos
por D el dominio del plano Ozy, limitado por L.
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Dividamos arbitrariamente el dominio D en n dominios parcia-
les o elementales Asy, Asz, ..., As,. Tomemos en cada dominio
parcial As; un punto arbitrario P; (§;, m:). Al punto P; correspon-
derd un punto en la superficie

M [&:, ni F(EL )l

Por el punto M, tracemos un plano tangente a la superficie. Su
ecuacién sera:

2 — 2, = fo (&, M) (2 — &) + Fy (B, M) (y —m0) (1)

(véase § 6, cap. 1X, tomo I). En este plano elijamos un dominio
parcial Ao, tal que se proyecta sobre el plano Ozy en forma del
dominio elemental As;. Consideremos la suma de todos los dominios
elementales Ao;:

n
2 AU;.
=1
El limite o de esta suma, cuando el méximo de los didmetros
de Ao, tiende a cero, llamemos drea de la superficie, es decir, segin
la definiciébn, pongamos:

o= lim 2 Ac,. (2
didm Aoy —+0 i==1
Calculemos ahora el drea de la superficie. Designemos por y;
el dngulo formado por el plano tangente y el plano Ozy. Baséindonos
en la férmula conocida de la geometria analitica, podemos escribir
(fig. 308):
As, = Ao cos Yi
6
Nopes= 0L 3)
cos vy

El dngulo y; también estd formado por el eje Oz y la normal al
plano (1). Por eso, en virtud de la ecuaci6n (1) y de la formula co-
rrespondiente de la geometria analitica tenemos:

1

cosy; = :
VA4 £2&, n) + fi B n0)

Por consiguiente,
Aoy =V + 12 (&, ) + 1 (&, M) Asi

Poniendo esta expresién en la férmula (2), obtenemos:

o= lim X VU4 fEE, n)+ 1) G, n) Asi

didm Asj—+0 i=1
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Como el limite de la suma integral del segundo miembro de ‘esta
iltima igualdad es, segin la definicién, la integral doble

[§ Vi+ () +(5) ea

en difinitiva, tenamos

N PP

Esta es la formu]a que permite calcular el drea de la superficie

z = f (z, y).
Si la ecuacién de la superficie es dada en la forma

z = p(y, z) o en la forma y = y (z, 2),

Fig. 309

entonces las férmulas correspondientes, para calcular las superficies,
tienen la forma:

°=Sn5 ]/;_i'(ay) {"(Zx
SR AR R O

donde D’ y D" son los dominios de los planos Oyz y Oxz en los
cuales se proyecta la superficie dada.

)2 dy dz, (3)

Ejemplo 1. Calcular la superficie o de la esfera
724 2|22 = R,
Solucién. Calculemos la superficie de la mitad superior de la esfera

z=RE 2242
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(fig. 309). En este caso tenemos:

& _ z .
iz VHE—z2— g2
oz y

W Vki—oeg
Por tanto,

l/*‘*(%'})zﬂ“(%)g:l/ﬁz:}—;:?“‘ﬁ—r‘;“r?-

El dominio de integracién estd4 determinado por la condicién
724 y2 L R2.
Asi, en virtud de la férmula (4), tenemos:

R Vr*-a?

r=$( § v
—_— = — d dz.
2 A . VR 22— 2 ¥
~VrE_2
Para calcular la integral deble ohtenida,
pasemos a las coordenadas polares. En estas
coordenadas la ecuacién de la frontera del
dominio de integracién es p=2R. Por consi-
guiente,

2n R R
o=2§ (§ vﬁpdp) df =

2n 2n
_—_2RS |- VEE—pR dG-_—.zﬂs R d0 = 4nR2,

Ejemplo 2. Hallar el 4rea de l‘:l parte de la superf[ci?e del cilindro
224 y? = a2
la cual se recorta por otro cilindro
22 | 22 —qa2,
Solueién. En la figura 310 estd expuesta la parte octava de la superficie
buscada. La ecuacién de la superlicie es y—=")/a%®—z2; por eso,

w_ =y,
0z Yai—gz ' oz

oy 2 dy y 2 x2 a
]/H”(‘a?] e Vi
El dominio de integracién es una cuarta parte del circulo, es decir, se
determina por las condiciones siguientes:
28422 a2 =20, 320
Por consiguiente,
Vai—a Vai—=2 =

a @
so=$ ((§ va= ) el s ;
— 0= —_——dz ) dzr=a e ——— dr=a dr =a?,
8 J ( J Vai—z3 $ VaE—z? L

o =238a2,
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§ 8. DENSIDAD DE DISTRIBUCION DE LA MATERIA
Y LA INTEGRAL DOBLE

Supongamos que cierta materia estd distribuida en el dominio D
de modo que cada unidad del drea D contiene una cantidad deter-
minada de ésta. Se trata aqui de la distribueién de la masa, aunque
nuestros razonamientos siguen en vigor cuando hablemos de la
distribucién de carga eléctrica, cantidad de calor, etc.

Examinemos un dominio parcial arbitrario As de D. Sea Am
la masa de la materia distribuida en este dominio parcial. Entonces,

la razdn %%1 se llama densidad superficial media de la materia en As.

Suponemos ahora que el dominio parcial As disminuye, redu-
ciéndose, finalmente, al punto P (z, y). Examinemos el limite
lim %{ Si este limite existe, é1 dependerd, en caso general, de
As—+0 &
la posicién del punto P, es decir, de sus coordenadas z ¢ y, repre-
sentando en si cierta funcion f (P) del punto P. Este limite lo 1la-
maremos densidad superficial de la materia en el punto P:

Am

lim
As—+0 A8

-=f(Py={(z, y). (1)

Asi, la densidad superficial es una funcion f (z, y) de las coor-
denadas del punto examinado en el dominio.

Supongamos, ahora, inversamente que en el dominio 7 esti
dada la densidad superficial de cierta materia como una funcion
continua f (P) = f (z, y); es preciso determinar la cantidad total
de la materia M que se contiene en . Dividamos el dominio en los
dominios parciales As; (i = 1, 2, ..., n), y en cada de ellos tome-
mos un punto P;. Entonces, f (P;) es la densidad superficial en el
punto P;.

El producto f (P;) As; nos da la cantidad de la materia contenida
en As; (con la precision de hasta las infinitesimales de orden supe-
rior), mientras que la suma

D 1(P) As,

=1

expresa aproximadamente la cantidad totlal de la substancia distri-
buida en el dominio ), Pero ésta es la suma integral para la fun-
cion f (P) en D. El valor preciso lo obtenemos pasando al limite,
cuando As; — 0.
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Por consigniente®),

n - .

M= lim 3 f(P)dsy=1{f(P)ds=|{{(z y)dzdy, ()
Agj=0 |=1{ ) D

es decir, la cantidad total de materia en el dominio D es igual a la

integral doble por D de la densidad f (P) = f (z, y) de esta subs-

tancia.

Ejemplo. Determinar la masa de una placa redonda de radio R, si la
densidad superficial f(z, y) del material en cada punto P(z, y) es propor-
cional a la distancia del punto (z, y) al centro de la placa, es decir, si

Iz, )=k Vatly2 '

Solucién. Segin la férmula (2), tenemos

M= k)2t 2 dr dy,
D
donde el dominio de integraciéon D es el circulo z2--y® < R2,
Pasando a las coordenadas polares, obtenemos
2n R

3

e 9

= = ey, [ tn, 3

M_.k§ (.Sppdp) d0.= k 2 7 2 ks,
(1]

§ 9. MOMENTO DE INERCIA DEL AREA DE UNA FIGURA PLANA

Se llama momento de inercia I de un punto material M de masa m
respecto a un cierto punto O al producto de la masa m por el cuadrado
de la distancia r entre los puntos M y O:

AY
I = mr®,

2o AS; El momento de inercia de un sistema
i de puntos materiales my, m,, ..., m,
respecto al punto O es la suma de los
fi momentos de inercia de los diversos pun-

0 7 = tos del sistema:

n
Fig. 311 I= z mre.

=1

Determinemos, ahora, el momento de inercia de una figura
material plana D,

Supongamos que la figura D estd situada en el plano de coorde-
nadas Ozy. Determinemos el momento de inercia de esta figura
respecto al origen de coordenadas, suponiendo que la densidad
superficial es por dondequiera igual a la unidad.

Dividamos D en los dominios parciales AS; (i =1, 2, ..., n)
(fig. 311). En cada dominio parcial tomemos un punto P; de coor-

*) La expresién As; — 0 significa aqui que el didmetro de As; tiende a cero.
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denadas %,, m;. El producto de la masa del dominio parcial AS,
por el cuadrado de la distancia r} = E} + 7}, se llama momento
elemental de inercia Al; de AS;:
Al = (Ef + n) AS,.
Formemos la suma de estos momentos:
S @ as,
la que es, al mismo tiempo, una suma integral para la funcién
f(z, y) = z* + y* por el dominio D.
Determinemos el momento de inercia de la figura D como el

limite de esta suma integral, cuando el diametro de cada AS; tiende
a cero:

L= lim X (& +n) AS,.
dm ASp—+0 i=1
Pero, el limite de esta suma es la integral doble '!“5 (z® -+ y?) dx dy.
Por consiguiente, el momento de inercia de la figura D respecto al
origen de coordenadas es igual a:

Iy={\ (& + y") dzdy, 1)

n
donde D es el dominio coincidente con la figura plana dada.
Las integrales

Ixx=jjyzdzdy‘ (2)
D
Ty = Snj 2" dz dy (3)
se llaman, respectivamente, los momentos de inercia de la figura D

respecto a los ejes Oz y Oy.

Ejemplo 1. Calcular :1 momento de inercia del drea de circulo D de
radio /f, respecto al centro O.

Solucion: Segin la formula (1), tenemos:
To==§{ (2492 dz dy.
b
Para calcular csta integral, pasaremos a las coordenadas polares 0, p.

La ecuacion de la circunferencia en coordenadas polares es p =R,
Por eso,

In I i
fo=S (Spﬁpdp) a0 =11,
{1 1]

Observacién. Si la densidad superficial y no es igual a 1 y es
una cierta funcion de z e y, es decir, y == y (z, ¥), entonces la masa
del dominio parcial AS; serd igual a y (§;, n:) AS; (con precision de
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hasta las infinitesimales de orden superior) y per esto, el momento
de inercia de una figura plana respecto al origen de coordenadas, sera:

Iy= .‘{DS Yz, ¥) (@°+ y°) dzdy. (1)

Ejemplo 2. Calcular el momento de inercia de la figura material plana D
limitada por las lineas y2=1—uz; = =0, y =0, respecto al eje Oy, si la densidad
superficial en cada punto es igual a y (fig. 312).

Solucién.
1 ¥Vi-x - i 1 q
aly
Iow={ ( S yezdy) da—§ = 1 dz=r S 22 (1—2)dz =5 .
0 1] ) ]

Elipse de inercia. Determinemos el momento de inercia de una
figura plana I respecto a cierto eje OL que pasa por un punto O
tomado por el origen de coordenadas,

Sea ¢ el dngulo formado por la recta OL con la direceién posi-
tiva del eje Ox (fig. 313).

La ecuacion normal de la recta OL es

rsen ¢ — ycos ¢ = 0,

La distancia r de uil punto cualquiera M (z, y) a esta rect: es
ignal a r = |z sen ¢ — ycos ¢ |. El momento de inercia I del

Fig. 312 Fig. 313

area D en relacion a la recta OL, segiin la definicion, se expresa
mediante la integral

I=\{rdedy= {7 (zsenqp — ycos ¢)*drdy =
D n

— sen*q | 2*drdy —2sengcos ¢ § § zy drdy + cos® ¢ § § ¥* dz dy.
D D D
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Por tanto,
I=1,,sen* @20, sen @ cos - - Iz, cos® g, (4)
ponde 7,,=§§*drdy es el momento de inercia de la figura
i
respecto al cje y; Iex— {5 y? dzdy es el momento de inercia de la
n
misma respeclo al eje o, y, ademas:
Iy = §§ zydzdy.
D
Dividiendo todos los términos de la dltima ecuacién (4) por I
obtenemos: -

f =1, (Cn.'%‘lp)'-‘ _ a1, (E’;_E) (C(:j_fp) 1., (m)z ' (:)J
Vi VIi/\VI VI

Tomemos en la recta OL nun punto A (X, Y) tal, que sea
1
UA =—.
Vi
Distintos valores de I y diferentes puntos A corresponden a varias
direcciones del eje OL, es decir, a diferentes valores del angulo g.
Hallemos ¢l lugar geométrico de los puntos A. Es evidente, que

X = L_ cos (g, Y =—=senq.

/ Vi

En virtud de la igualdad (5), las magnitudes X e Y estan entre-
lazadas por la correlacion
1 =T1.,X*— 21.,XY + I,,Y%. (6)
De este modo, el lugar geométrico de los puntos A (X, Y) es la
curva de segundo grado (6). Demostremos que esta curva es una elipse.
Tenemos la signiente desigualdad, llamada de Buniakovski®) (mate-

*) Para demostrar la desigualdad de Buniakovski examinemos la siguiente
desigualdad evidente :

§§ 101G p)—hg (@ p)2dzdy >0,

]
donde A es una constante. E]l signo de igualdad puede tener lugar sélo en
el caso, en que f(x, y)—Ayp(x, y) =0, es decir, cuando f(z, y)=ry(z, ).
-’:_(;—'-ﬂ = const=A, siempre tendrd lugar el signo de
desigualdad, Asi, abriendo los paréntesis bajo el signo de integral, obtenemos:

§§ 12 pazdy—22 [§ f(z, ») @ (e p)dzdy+22 [ § 42 (2, y)dzdy >0.
il D D

Si suponemos gue

Analicemos la expresion del primer miembro como una funcién de A. Es un
polinomia de segundo grada que nunca se anula. Por tanto, sus rafces son comyple-
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mitico ruso):
(§Vaydedyy < (1§ *dedy) ||y dedy)
D Fel Fi

(=}

Ixx!b‘lr — I:n}U'

Asi, el discriminante de la curva (6) es positivo y, por consiguien-
te, ésta es una elipse (fig. 314). Esta elipse se llama elipse de inercia.
La nocién de elipse de inercia tiene gran importancia en mecdnica.

Notemos que las longitudes de los
ejes de la elipse de inercia y su posicidn
en el plano dependen de la forma de la
figura plana dada. Como la distancia entre
el origen de coordenadas y un punto arbi-

1
trario A de la elipse es igual a ==, donde [

es el momento de inercia de la figura res-

pecto al eje OA, por tanto, al construir la

elipse, es facil calcular el momento de iner-

cia de la figura D respecto a una recta cual-

Fig. 314 quiera, que pasa por el origen de coorde-

nadas. En particular, es facil ver que el

momento de inercia de la figura es maximo respecto al eje peque-
ito de esta elipse, y minimo, respecto a su eje grande.

§ 10. COORDENADAS DEL CENTRO DE GRAVEDAD
DEL AREA DE UNA FIGURA PLANA

Hemos indicado en el § 8 del capitulo XII (tomo I), que las
coordenadas del centro de gravedad de un sistema de puntos materia-
les Py, Py, ..., P, (de masas my, my, ..., m,, respectivamente)

jos, lo que puede tener lugar sélo en el caso cuando el discriminante, formado
de los coeficientes del polinomio cuadritico sea negativo, es decir:

(5§ feap)?—§§ 2dzdy { | grdzay <0
D D D

(S \ jtpd:dy)‘( SS j’d:dySS p?dz dy.

Esta es la desi:ualdsd de Bun?akovski. gn nuestro caso f(z, y)==z,
Pz, y)=y, -; = const.

La designaldad de Buniakovski siempre se usa en diferentes ramas de las

matematicas. En varias obras esta desig;]mldad errdneamente se llama desﬂ;;ua]-

dad de Schwarz. Buniakovski la publicé (junto con otras desigualdades
importantes) en el afio 1859, mientras que Schwarz lo hizo 16 afios después.
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se determinan por las férmulas:

ZIr‘mf 2 Yim;
Rl ' = ; - 1
T 2 m; yc 2 mj ( )

Determinemos, ahora, las coordenadas del centro de gravedad
de una figura plana D. Dividdmosla en los dominios parciales AS;
muy pequefios. Si suponemos que la densidad superficial es igual
a 1, la masa del dominio parcial serd igual a su area. Si con-
vencionalmente suponemos que toda la masa de AS; estd concentra-
da en alguno de sus puntos P (§;, (), podemas considerar la figura
D como un sistema de puntos materiales. En este caso, en virtud
de las formulas (1), las coordenadas del centro de gravedad de esta
figura seran determinadas, aproximadamente, por las igualdades:

i=n i=n

Z El AS! ET“ AS,

=t i=1

s ~
T = i=n % Ye = f=n

2 .ﬂs,a 2 AS;
i=t i=1
Pasando al limite, cuando AS; — 0, las sumas integrales en los
numeradores y los denominadores de las fracciones se transforman
en las integrales dobles, con lo que obtenemos las formulas exactas

para calcular las coordenadas del centro de gravedad de una figura
plana:

SDS x dx dy $§ ydady
gy e oy el = 2
“T (Tdedy o ey @l
D D

Estas formulas deducidas para una figura plana de densidad superfi-
cial igual a 1 son validas, también, para cada figura, que tiene
otra densidad y cualquiera, constante en todos los puntos,

Si la densidad superficial es variable:

y=7v@ ¥y,
las férmulas correspondientes toman, entonces, la forma:
§$ v padzdy §§v(z vydedy
T =2 : Yo=—=

N S ydedy
Las expresiones
My=1iv@ yadedy y M.=]{y(@ pydedy

se llaman momentos estdticos de la figura plana D respecto a los
ejes Oy v Oz.

13-536

= 1§ v ydedy
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La integral {{ y (z, y) dz dy expresa la magnitud de la masa
de la figura examinada.

Ejemplo. Determinar las coordenadas del centro de gravedad de la cuarta
parte de la elipse (fig. 315)

T 1
a? L R
suponiendo, que la densidad superficial en todos los puntos es igual a 1.
Y
b ,C
0 X X
a
Fig. 815
Solucién. Segin las formulas (2), obtenemaos:
2 Var—a2
a ft a i
i rdy |dz iS Vat—z2zxdx —-i--.l—(ﬂ.!——xz)s‘f’
. 13 i a 3
PO 0 / i _ 0 _ 4a
& b = - ~dn’
it !‘r Vat—xt ‘-1- :'l.ﬂb %‘ J'lﬂb 5%
S g dy |dx
L
] [}]
;—I Voz—x2
afja
S K ydy Jdx
T 1} i _ A
1 nab S

4

§ 11, INTEGRAL TRIPLE

Sea dado en el espacio cierto dominio V, limitado por una super-
ficie cerrada S. Supongamos que en el dominio ¥ y en su frontera
estd definida una funcién continua f (z, y, z), donde z, y, z son
las coordenadas rectangulares de un punto del dominio. Para preci-
sar las ideas en el caso. en que f (z, y, z) > 0. podemos suponer
que ésta representa la densidad de distribucion de cierta materia
en el dominio V.

Dividamos el dominio V arbitrariamente en dominios parciales
Av;, designando con el simbolo Av; no sélo el dominio elemental,
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sino también su volumen. En cada Av; tomemos un punto arbitrarie
P; y designemos por f (P;) el valor de la funcién f en este punto.
Formemos la suma integral

D f(P) Av, (1)

vy aumentemos indefinidamente el nimero de los dominios parciales
de modo que el didmetro méximo de Ap, tienda a cero*). Si la
funcién f (z, y, z) es continua, existe el limite de las sumas integra-
les de la forma (1), donde al limite se le da el mismo significado,
que hemos dado durante la determinacion de la integral doble**).
Este limite, que no depende del modo de dividir el dominio V, ni
de la manera de elegir los puntos P;, se designa por el simbolo
51” f (P) dv y se llama integral triple. Asi, segiin la definicién, tene-
mos:

lim X f(P) Avy=§§{{[(P)dv

didm Apj-+0

SIS 1Py Av=§{{1(z, y, 2)drdydz. )
v Vv
Si consideramos f (z, y, z) como la densidad volumétrica de la
distribucién de una materia en un dominio V, la integral (2) nos
dard la masa de toda la substancia contenida en el volumen V.

§ 12. CALCULO DE LA INTEGRAL TRIPLE

Supdngase que un dominio espacial (tridimensional) V, limitado
por una superficie cerrada S, tiene las siguientes propiedades:

1) toda recta paralela al eje Oz, trazada por un punto interior del
dominio V (es decir, por un punto que no pertenece a la frontera S)
corta la superficie S en dos puntos;

2) todo dominio V se proyecta sobre el plano Ozy en forma
de un dominio regular (de dos dimensiones) D;

3) toda parte del dominio V, separada por un plano paralelo
a un plano de coordenadas cualquiera (Ozy, Ozxz, Oyz), también
posee las propiedades 1) y 2).

Un dominio V que tiene las propiedades indicadas se llama
dominio regular tridimensional.

*) Se llama didmetro del dominio parcial Av; la distancia mixima entre
los puntos de su frontera.

**) Admitamos sin demostracion este teorema sobre la existencia del
limite de las sumas integrales (es decir, la existencia de la integral triple) que
}.ipne lugar para toda funcién continua en un dominio cerrado V, incluyendo la
rontera.

13+
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Estos dominios tridimensionales regulares son, por ejemplo,
un elipsoide, un paralelepipedo rectangular, un tetriedro, etc. En la
figura 316 se da un ejemplo del dominio tridimensional irregular,
En este parrafo examinemos sélo los dominios regulares.

z=y(xy)

1}3

Fig. 316

Sea z = % (z, y) la ecuacion de una superficie que limita el
dominio V por debajo, y z = ¥ (z, y), la de una superficie que limi-
ta V por arriba (fig. 317).

Introduzcamos la nocién de una integral iterada de tercer orden
Iy, extendida por el dominio V, de una funcion de tres variables
f (x, y, z) definida y continua en V. Supongamos que la proyeccidn
del dominio V sobre el plano Ozy es el dominio D que estd limitado
por las lineas:

Y=g (x), y=92(2), z=a, z =0
En este caso, la integral iterada de tercer orden de la funcion
/ (z, y, z) por el dominio V se determina asf:
b oalx) Pl ¥
In=3{ ) [ § f(x y 2)ds]dy)da €]
a  gflx) xlx, )
Notemos que, como el resultado de la integracion respecto a z, y
la sustitucién de los limites en las llaves, obtenemos una funcion
de z ¢ y. Luegoe, se puede calcular una integral doble de esta funcién
extendida por el dominio D, como lo hemos hecho anteriormente.

Demos un ejemplo del célculo de una integral iterada de tercer

orden.

Ejemplo 1. Calcular la integral iterada de tercer orden de la funcién
fdz, v, z) = zyz, extendida por el dominio ¥ limitado por los planos

z=0,y=02=0,z4-y+z=1.
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Solucién. Este dominio es regular: puesto que estd limitado por encima
¥ por debajo por los planos z = 0, ¢ == 1 — z — y, respectivamente y, ademds,
su proyeccidn sobre el plano Oxy representa un dominio regular planoc D que es
un triangulo limitado por lus rectas z = 0, y = 0, ly = 1 — z (fig. 318). Por
eso, Ja integral iterada de tercer orden se calcula de la manera signiente:

—x—y

IV'_"SDS [‘ g zyz dz] do.

Poniendo los limites en la integral iterada de segundo orden extendida por
el dominio D, obtenemos:

I={—x-

v
)
z=20)

1 {—x {—axa-yu 1 i—x &
ne§ (T weda) o= § (T
b0 i » o 7
1 {—x 1
r;ig { S ry(l—-.r—y}zdy} dx == Siﬂwr)‘du:.--:w“—.
2 .4 24 720
0 0 0

Analicemos, ahora, algunas propiedades de la integral iterada de
tercer orden.

Propiedad 1. Si el dominio V estd dividido en dos dominios V,
y V. mediante un plano paralelo a cualquiera de los planos de coorde-
nadas, la integral ilerada de tercer orden
extendida por el dominio V es igual a la ]
suma de infegrales iteradas de tercer orden
extendidas por los dominios Vy y V.. 1

No hace falta repetir aqui la demos-
tracion de esta propiedad, pues, es idéntica o
en todos los puntos a la aplicada en el caso %
de la integral iterada de segundo orden.

|

Corolario. Cualquiera que sea el modo 70 N X
de dividir el dominio V en un namero finito
de dominios Vy, ..., V, mediante planos Fig. 318

paralelos a los planos de coordenadas, se
verifica la igualdad:

Ivzj\'. -+ Ivg“i— B llv,,'-
Propiedad 2 (Teorema sobre la evaluacién de una integral iterada
de tercer orden). Si m y M son valores minimo y maximo, respectiva-

mente, de la funcién f (x, y. 2) en el dominio V, se verifica la desi-
gualdad:

mV < Iy < MV,

donde V es el volumen del dominio dado y Iy, la integral iterada de
tercer orden de la funcion f (z, y, z), extendida por V.
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Demostracion.  Evaluemos al principio la integral interior
que forma parte de la integral iterada de tercer orden [y =

Plx, v
=§0l § fley 2)dzldo:
I oglx, y)

i, ) yilx, gl Pl ph
§ Jlx y 9dzg § Mdz=MN | dz=
xlx, o xix, y) wla, wh
wix, gl
=Mz |“=M [ (2, y) — 2 (x, »]

Asi, la integral interior no supera a la expresion M [W(x, y)—y(x, .
Por consiguiente, en virtud del teorema del § 1 sobre las integrales
dobles, designando por D la proyeccién del dominio V sobre el plano
Oxy, obtenemos:
. ||-(x: w _—
Le=§5[§ f(e g 2dz)do < §§ Mo, ) — x(, 1) do=
1

Dol )

=M {§[p(x, y) — x(x. ) do.
I

Pero, la dltima integral iterada de segundo orden es igual a la

integral doble de la funcién ¢ (x, y) — % (z, ¥) y. por tanto, al

volumen del dominio comprendido entre las superficies z - y (z, )

yz — 1 (x, y), es decir, al volumen del dominio V. Por consiguiente,

Iy <M V.

De modo analogo demostremos que Iy > mV. La propiedad 2 queda
asi demostrada.

Propiedad 3 (Teorema de la media). La integral ilerada de
tercer orden Iy de una funcién continua f (x, y, z) extendida por el
dominio V es igual al producto de su volumen V por el valor de la fun-
cién en un cierto punto P del dominio V. es decir,

bogada) e p)

ILy=\{ 1} @y, 2)dz|dy| dz=1(P) V. (2)

n Pylx) wlx w

La demostracién de esta propiedad es aniloga a la gue hemos dado
durante la demostracién de semejante propiedad para la integral
doble (véase § 2, propiedad 3, férmula (4)). Ahora podremos demos-
trar el teorema sobre el cilculo de la integral triple.

Teorema. La integral triple de una funcién f (z, y, z), extendida
por un dominio regular V es igual a la integral iterada de tercer
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orden extendida por el mismo dominio, es decir,
b ‘l‘z{-‘l" e, )
§55f(@ v, de=§1§ 1 § f(z, y 2)dz]dy]dz.
v a @x) xlx, )
Demostracién. Dividamos el dominio V mediante planos parale-
los a los planos de coordenadas en n dominios regulares:
Avy - Avy 4+ ... + Av,.
Designemos con Iy, como hemos hecho anteriormente, la integral
iterada de tercer orden de la funcién f (z, y, z) extendida por el
dominio V y con Iy, la integral iterada de tercer orden extendida
por Av;.. En virtud del corolario de la propiedad 1 se puede escribir
la igualdad:

Iy =lavi+ lav,+ --- + lav,. (3)
Transformemos cada sumando del segundo miembro de esta ecuacion
segin la formula (2):
Iy = [(Py) Avy + [ (Po) Ao + . .. | [(P,) Av,, (4)
donde P, es cierto punto de Av;.

En el segundo miembro de la igualdad (4) tenemos una suma
integral. Segin la hipétesis, la funcién f(z, y, z) es continua en
el dominio V, por lo cual, cuando el diadmetro miximo de Ap; tien-
de a cero; el limite de esta suma existe y es igual a la integral triple
de la funcién f (z, y, z) extendida por el dominia V. Asi, pasando
al limite en la igualdad (4), para didm Av; — (), obtenemos:

Iy = SgSf(z, v, 2)dv,

o, en definitiva, cambiando de lugar las expresiones del primer
y segundo miembros, tenemos:

- b o@alx v:-fx_‘. u!

§i87@ v 9de=§1 1 | § [ vy, 2)dz]ldyldu.

v a yylxd ylx. )
El teorema queda demostrado.

Aqui, z = y (z, y) ¥ 2 =} (z, y) son ecuaciones de las super-
ficies que limitan el dominio regular V por debajo y por arriba,
Las lineas y — ¢ (2), y = @2 (2), ¥ == a, £ — b, limitan el dominio
D que es la proyeccion de V sobre el plano Ory.

Observacién. Igual que en el caso de la integral iterada de segundo
orden, si la forma del dominio V lo permite, se puede formar la
integral iterada de tercer orden con otra sucesion de la integracion
respecto a las variables y con otros limites.

Calculo del volumen de un cuerpo mediante la integral iterada
de tercer orden.

Si el integrando f (r. y, z) = 1, la integral iterada de tercer
orden extendida por el dominio V expresa el volumen V de este
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dominio:
V= _{{{dzdydz.
Ipidedy (5)
Ejemplo 2. Calcular el volumen de un elipsoide
z2 | y% | 22
wrEta=!
Solucion. El elipsoide (fig. 319), estd limitado por debajo, con la super-
fici | _x_ v . Ll
icip 2= —¢ — 5 — T Y por encima, con la z=c¢ ’_F_--BE‘

Fig. 319

La proyeccion de este elipsoide sobre el plano Ozxy (dominio D) es la elipse
r2 y!
2t pE =

i. Por consiguiente, reduciendo a la integral iterada de tercer
orden, ohtenemos:

n b.V-i_ e ]//1___
v §] S )
I 1-% —cVi -

dz |dy |dz=

¢ TR
=

a¥ B2 dy dux,
= ~u]/1-"'2
Durante el célculo de la integral interiot consideremos # constante. Haga-
mos sustitucion:
z2 /' z2
y==b ]/‘l—;"— sent, dy=b]/ 1-—--—5-003!df-
— zz — 22

La variable y varia desde —b {——3 hasta b 1——7 . por lo quet
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varfa desde—--’_;— hasta —=-. Poniendo los nuevos limites en la integral,

2 27
obtenemos:

V=2CSH [:§_ 4 (1~2) — (1— =) senre 6 Y 1= cost dt | do =

to[ a

|4

b
cos? ¢ dt] dz = 1:

ro] &

Asi, V=—,§- nabe. Si a=b=¢, obtenemos el volumen de una esfera:

4
= — a3
Vv 7 .

§ 13. CAMBIO DE VARIABLES EN UNA INTEGRAL TRIPLE

1. Integral triple en coordenadas cilindricas. En las asi llamadas
coordenadas cilindricas la posicién del punto P en el espacio se
determina mediante tres nimeros 8, p, z, donde 0 y p son las coor-
denadas polares de la proyeccién del punto P sobre el plano Ozy,

Fig. 320 Fig. 821

v z es la cota del mismo punto P, es decir, su distancia hasta el
plano Ozy; la {ltima tiene el signo «mésn, si el punto se encuentra
encima del plano Ozy y el signo «menos», en el caso contrario
(fig. 320).

Dividamos el dominio tridimensional dado V en volamenes ele-
mentales mediante las superficies de coordenadas 6 = 6, p == pj,
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s =z las que son, respectivamente, semiplanos que contienen el
eje Oz, cilindros circulares cuyo eje coincide con el Oz, planos per-
pendiculares al eje Oz, El volumen elemental es, entonces, un prisma
curvilineo representado el la fig. 321, El drea de la base de este pris-
ma, con la precision de lasta infinitesimales de orden superior, es
igual a p AU Ap, su altura es Az. Para simplificar la inscripcion
omitamos los indices i, j, k. Por tanto, Av = p AB Ap Az. La inte-
gral triple de la funcién F (9, p, z). por el dominio V tiene la forma

I=1{§ F(0, p, 2)pdtdpdaz. (1)
]

Los limites de integracién son determinados por la forma del
dominio V.,

Si la integral triple de la funcién f (z, y, 3) esta dada en coor-
denadas rectangulares, es facil transformarla en la integral triple en
coordenadas cilindricas. En efecto, al notar que

r--peosl, y—psenl, z-—z, obtuoemos:
557 (x, y, 2)dedydz= §§V £(0, p, 2)qd0dpdz,
v

-

donde
[(peosO, psentl, z) = F (0, p. <.

Ejemplo. Determinar la masa A de una semiesfera de radio £ y centro en
el origen de las coordenadas, si la densidad F de su material en cada punto
(, ¢, z) os proporcional a la distancia entre este punto y la base, es decir,
F = ks.

Solucion. La ecuacion de la semiesfera superior

s= VY Hhi— Gyt
en las coordenadas cilindricas tiene la forma
2= Y HE—pE.

Por tanto:

an R VRE-p2

M= S SS kzp dB dp dz S [é ( § :,-:'d:) pdp:l do

Vv i}

2n R ¥V Ri—p xR

kz2 ] J\‘ :

:S [S 5 J pdp] dl) = S I:\ i {ff”—p*}pdp] d0 —

1] U] 1] 'u

in
k R4 HA _i_ﬂf P  knHd
"'__’S[_z”_'_f._] W e g

2. Integral triple en coordenadas esiéricas. kn coordenadas
esféricas la posicion de un punto P en el espacio la determinan tres
" nimeros 0, r, @, donde r es la distancia del punto al origen de coorde-
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nadas, asi llamado radio vector del punto, ¢ es el dngulo entre el
radio vector y el eje Oz, O es el dngulo entre la proyeccion del radio
vector sobre el plano Ozy y el eje Oz. El ultimo dngulo lo tomamos
a partir del eje Oz, en la direccion positiva (es decir, contra el movi-
miento de las agujas del reloj) (fig. 322). Para todo punto del espa-
cio tenemos:

0Lr<oo, 0LpLm, 0LHL 20

Dividamos el dominio dado V en los voliimenes elementales Av
mediante las superficies de coordenadas r = const (esferas), ¢ =

Fig. 322

const (superficies conicas con los vértices en el origen de coordena-
das), 0 = const (semiplanos que pasan por el eje 0z). Con la precisidn
de hasta infinitesimales de orden superior, podemos considerar el
volumen elemental Av como paralelepipedo de las aristas de longitu-
des Ar. r Ay, rsen p AB. Entonces el volumen elemental es ignal
a (véase g, 323):
Av=r? sen ¢ Ar A Ag,

La integral triple de la funcion F (0, r, ). por el dominio V, tiene
la forma

T="\555 F 0, r, ¢) " sen qdrdddy. (1)
&
Los limites de la integracién son determinados por la forma del

dominio V. De la figura 322 se dedncen facilmente las expresiones
de las coordenadas cartesianas en funcidon de la esféricas:

z—=rsengpcosO, y — rsengsen0, z— rcosq.
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Por eso, la férmula de transformacién de una integral triple en
coordenadas cartesianas a la de coordenadas esféricas tiene la forma:

S_ESJ'(-Z'. y, z)dzdydzs =
= { {1 /[rsengcosh, rsenqsend, rcosq]r’sen ¢ drdddg.
v

3. Sustitucién general de variables en una integral triple. Los
pasos de una integral triple en coordenadas cartesianas a la en
coordenadas cilindricas o esféricas son casos particulares de la trans-
formacién general de coordenadas en el espacio.

Supongamos que las funciones

z =9 (u t, w, y=v% @ t,w), z=19%ut w

representan una relacién biunivoca entre el dominio V en las coorde-
nadas cartesianas z, y, z y el dominio V' en las coordenadas curvi-
lineas u, ¢, w. Supongamos que el dominio elemental o elemento de
v?lumen Av de V se transforma en el elemento Av’ del dominio
V' y que

Entonces:

S\;Sf(-?-'. y, 2)drdydz=

={{§/low@ &, w), v t, ), L@ t, w]|I|dedtdo.
Ve
Como en el caso de la integral doble aqui, también I se llama
jacobiano. Aqui, de modo idéntico, como lo hemos hecho para las
integrales dobles, se puede demostrar que el jacobiano es numérica-
mente igual a la determinante de tercer orden:

[
u ot ow
7=|% %4 Oy |
ou ot dw
dz 0z _Bi
5;:;2_611:

Asi, cuando se trata de coordenadas cilindricas, tenemos:
z=pcosB, y=psen6,z=2z (p=u, 0=t z=w
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cos —psentl 0
I = senf pcos® O|=p.
0 0 11

En el caso de coordenadas esféricas tenemos:
z=rsenqcosf, y=rsengsenf, z=rcosq(r=u,q@=t, 0=w),

senpcost rcosgcosd — rsensend
f=|seng@senf rcosqgsend rsen ¢ cost
cos ¢ — rsen 0 il

= r*sen q.

§ 14. MOMENTO DE INERCIA DE UN CUERPO
Y COORDENADAS DE SU CENTRO DE GRAVEDAD

1. Momento de inercia de un cuerpo. Los momentos de inercia
de un punto material M (x, y, z) de masa m, respecto a los ejes de
coordenadas Oz, Oy, Oz (fig. 324) se expresan, co-
rrespondientemente, por medio de las fé6rmulas:

Ipy = (y* + 2) m, C
Iyy=@+2m, I.,= @+ y)m. i
|
:' h
...-; ”
-—!..::-Q;Ef:é:_.‘
Yy

X -~
h

Fig. 824 Fig. 825

Los momentos de inercia de un cuerpo se expresan por las integra-
les correspondientes. Asi, por ejemplo, el momento de inercia de
un cuerpo respecto al eje Oz, se expresa por la integral I, =

22 S g S (23 + y?) vy (z, y. 2)da dy dz, donde y (z, y, ) es la densidad
Vv

de la materia.
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Ejemplo 1. Calcular el momento de inercia de un cilindro rectocircular
de radio R y altura 2k respecto al didmetro de su seccién media, la densidad es
constante e igual a y,.

Solucion. Elijamos un sistema de coordenadas del modo siguiente: diri-
jamos el eje Oz a lo largo del eje del cilindro y coloquemos el origen de coor-
denadas en su centro de simetria (fig. 325)

El problema se reduce al cdlculo del momento de inercia del cilindro res-
pecto al eje Oz:

Tew={ § { (v2+422) yodz dy d.
d

Pasando a las coordenadas cilindricas, obtenemos:

In R &
Tex =70 § { Y [S (225 pZsen? 8) dz]P dp} o=
L[] 0 L]

2 R
2h3
=Yo S { S [—3-——}- Ehpﬂsenﬂﬂ] p dp} db =
[T
o 3 R2  9hRe
- '}‘DS {%HT-J- "hf senfﬁ} dd =
2h3R2 2hRA 0 2 e
= - 2| —h2
'po[ 8 2n+- % n] YohR [ah—l—z 5

2. Coordenadas del centro de gravedad de un cuerpo. Anilogamente a lo
expuesto en el § 8, cap. XII (tomo 1) para las figuras planas, las coordena-
das del centro de gravedad de un cuepro se expresan por las férmulas:

Sé’s ry (2, v, z) dx dy dz SSSy?(I, v, ) dx dy dz
L\

TNl radmads - T[Ty 0 ndedids
v v

.

Te

SHZY(I- Uy 2) dz dy dz
v

=

: SS! T (x, v, 2)0‘1‘ dy dz
v
donde y (z, y, ) es la densidad.

Ejemplo 2. Determinar las coordenadas del centro de gravedad de la
mitad superior de una esfera de radio R y centro en el origen de coordena-
das; la densidad y, es constante.

Solueién. La semiesfera estd limitada por las superficies

=Y RI—22—y7 , =0,
La cota de su centro de gravedad se determina por la férmula:
ISIz‘pod:cdyd:
4

zcz'_—-"——'—_ .
§5§ vodzdyda
v
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Pasando a las coordenadas esféricas, obtenemos:

7t
an 2R
yoi |} [§reosqr2senqdr] dpjd0 o L S
= [ 4 2 3
ze = - = =g f
25 - A

=R
\’u$ |S [Srﬁseulpdri dg) do
O 0 0

En virtud de la simetria de la semiesfera, evidentemente tenemos

zo=1. =0,

§ 15. CALCULO DE LAS INTEGRALES DEPENDIENTES
DE UN PARAMETRO

Examinemos una integral que depende de un pardmetro a:

]
(o) =\ [(z, a)dr.

(Las integrales de este tipo ya las hemos considerado en el § 10,
cap. X!, tomo I). Indiquemos sin demostracion que si la funcién
f (z, @) es continua respecto a x en el segmento (a, b), y respecto
a o en el segmento [a;, a.l, la nncion
b
[(@)=1)f(z, a)dz

es continua en el segmento [ay, a.]. Por tanto, podemos integrar
la funcién 1 (@) respecto a a en el segmento lay, a,l:

ez oy F.’.
uS;(a)da=£ (§ (z, o)dr)da.

La expresién del segundo miembro es la integral iterada de segundo
orden de la funcién f (z, @), por el rectingulo correspondiente al
plano Oza. En esta integral se puede invertir el orden de la integra-
cion:

T 1@ oydz)de=§ (10 @ da)de.

Fsta férmula muesira que para la integracion de una integral
dependiente de un pardmetro a es suficiente integrar el elemento
de integracién respecto a este parametro a. Esta férmula suele ser
atil también, al calcular ciertas integrales definidas.
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Ejemplo, Calcular la integral

o b
-ax__ ,—bx
S il 5N Y0
T
0
Esta integral indefinida del integrando no se puede calcular mediante las
funciones elementales. Para resolver el problema, examinemos otra integral

que se calcula facilmente:
P
S e~ dz =— (@ >0).
0

Integrando esta igualdad entre los limites desde @ =a hasta =15, obte-
nemos:

1] oo h

S (S e"“dx) dot = gd_mz ]ni.
J a a

s 0 a

Cambiando el orden de integracién en la primera integral, escribamos esta
igualdad en la forma siguiente:

w b b

S [S c—“"da] dz=In—,
0 a

de donde, calculando la integral interior, obtenemos:

a—ax __ g—bx b

= dz=ln—;-.

=023

Ejercicios para el capitulo XIV

8
Calcular las integrales*): 1. (x2+4-y?) dv dy. Respuesta: —3—.

Sl -
e b2

A2 p_— i 2 xV3 -

: £ s

2. § S (Si- :}, . Respuesta: In ‘5-; . 3. S S zydz dy. Respuesta: —
i 1 =x=

*) Como hemos indicado anteriormente, si la integral esti escrita en la
NL
forma: LL f(z, ) dz dy, entonces consideremos que la primera integracidn se

zi:::tﬁa respecto a la variable, cuya diferencial ocupa el primer lugar, es
ir:

N L
H(zo y)dzdy= | (§ 1 (2, ) dz) dy.
M K

Bz
e~
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2n a 1 a x dvd
4. S S rdrd@. Respuesta: E’Ra’. 5. S S i,i; . Respuesta: w’f—;——
0 asend 0 =
a
.
a 2y b 2
1 11ad
—aarctg . 6. xy dx dy. Respuesta: T 1. S S pdBdp, Respuesta:
v-a b0
2
3
— b2
16 nb2,

Determinar los limites de integracién para la integral { { f(x,y)dx dy,
D

donde el dominio de integracion estd limitado por las lineas: B. z =2, r==3,

=3

§
y==—1, y=>. Hespuesta: § | f(», y)dydz. 9. y=0, y=1—22% Respuesta:
2 —1

1 1-xt o Yo
{ § 7, y)dydr. 10. 22 y?=a2 Respuesta: § § f(z, ) dydz.
—1 0 —8 _yai-x7

x2

i1, y= y ¥y==2% Respuesta: flz, Yydydr 12.y=0,y=a,y=rm,

2
1-z2

1 [
,m+]:a

a y+2a

y=x—2a, Respuesia: S 5 [z, y) dz dy.
[} v

Invertir el orden de integracidon en las integrales:
=
X

4 2 i
13. S Sf{z. ydy dz. Respuesta: S § (=, y)dz dy. 14, S U flx, y)dyde.
i ]

3 x3
1 :'3/; n_l"m
Respuesta: s \ Jlz, wydzdy. 15, % % flz, y)dzdy. Respuesta:
U y?
2 % 1 ¥Vi—x2
i \ fle. p)dydwx. 16 . | E f(z. yydydr. Respuesta:
0 a— Vaz—x2 I ]
1 Vi—ye R -
S \ f(z, y)dzdy. 17. S ] f{z, y) dx dy. Respuesta:
- ¥Visa L, g
0 Viext t1—x

f 1 716 wdydx-’ré' { 7z, y)dydz.
-1 n 0 )

14—-536
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Pasando a las coordenadas polares, calcular las inlegrales siguientes:

n
a Vai- 2 a
18. S K Vat—a?—yidy dz. Respuesta: S S Va2—p2pdp dG::-ﬂﬁ—aﬂ_
o 0 0%
5
a Val-y3 2 a .
n
19. S (z2-y2) dz dy. HNespuesta: S i pidp dB=—;— .
00 00
E
o0 0o T 00
a b1d
20. ‘ g e~ U gy dx. Respuesta: S e P o dp 0= .
00 B0
X
2a V 2ax—x3 2 Zocos®

¥ na?
21. S q dy dz. Hespuesta: g \ pdpdd=—y—.
0 0 0

Transformar las integrales dobles, in.roduciendo nuevas variables u y v,
ligadas con zey mediante las férmulas v—¢—ue, y=wv:

¢ fx
22, S S f(x, ¥)dy dx.
0 ax
B _a
B 1 i
Respuesta: 3 s f(u—uv, wyududo, 23. \ § f(z, y)dyd=.
-3 0 (01}
T
h & b
e 1—v 1 o
Respuesta: ‘-, s f (u—uv, uv)u dudv+ 3 i flu—uv, uv)ududv,
o0 50
b+c

Aplicacién de 1a integral doble para el calculo de areas

24, Calcular el area de la figura, limitada por la parabola y?=2z y la
recta y—=x. Respuesta: T

25. Calcular el érea de la figura, limitada por las lfneas y?=4az,
z-+y=23a, y=0. Respuesta: —!30—35.

T T

26. Calcular el 4rea do la figura, limitada por las lineas z* +y % =a?,
z+4y=a. Respuesta: 33'—.

27. Calcular el 4rea de la figura, limitada por las lineas y=senz,

y=cosz, z=0. Respuesta: /2 —1. .
a

28, Calcular el 4rea de un lazo de la curva p=a sen 20. Respuesta: ..
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29. Calcular toda el drea, limitada por la lemniscata p2?=a?cos2¢.

Respuesta: a?,
y 22 | y2\2_ 2zy

30. Calcular el érea de un lazo de la curva (a_z"i"'g?i') —-—

Indlcael{m’: pasar a las nuevas variables z=pacos® e y=pbsen®.
2b

@
Respuesta: 3

Cilculo de volfimenes

31, Calcular los voliimenes de los cuerpos limitados por las superficies:
§+%+—:.=1, 2=0, y=0, z=0. Respuesta: 4“;’—‘. 32, z=0, z24y8=1,
z-+y-+2=3. Respuesta: 3n. 33. (x—1)24(y—1)2=1, a2y=1z, 2=0. Respues-

ta: n. 34. 224y —2x=0, z=0, 224-y2=2z2 Respuesta: %as. 35. y==1,

z=y?, =0, 2=124y—2? Respuesta: -‘:’-3—3—
36. Por los planos de coordenadas, el plano 2x-3y—12=0 y el cilindro
$=—> y3. Respuesta: 16.

2
37. Por el cilindro circular de radio a y eje que coincide con el eje Oz,

los planos de coordenadas y el plano %+%=1. Respuesia: a® (%—-3-) i
38. Por los cilindros 2% y2=a2 24 22—q2, Respuesta: %a’. 39. y24

+22=z, 2=y, 2=0. Respuesta: E-’;— 40. 22+ y2 4 22=0a?, 224 y2= R, a > R.
HRespuesta: -;- n [a® —(/a2—H2)3). 41. az=a24y?, z==0, 22 4-y?=2az, Res-
puesta: -g-nas. 42. pt=a?cos 20, 34 24 22=qa? z=0. (Calcular el volumen

interior respecto al cilindro). Respuesta: -;—aa (3n+20—16 1/2).

Célculo del drea de una superficie

43. Calcular el érea de la parte de la superficie del cono z2-}y2=:2,
separada por el cilindro z2-y2=2ax. Respuesta: 2ma27)/2.

44, Calcular el &rea de la parte defJ plano z+4y+z2=24, que se en-
cuentra en el primer octante y estd limitada por el cilindro 224 y?=g2,

na? _ ,—
Respuesta: % V3.

45. Calcular el drea de la superficie de un segmento esférico (del menor),
si el radio de la esfera es igual a a y el radio de la base del segmento es
igual a b. Respuesta: 2n (¢2—a |/ a®—b2),

46. Hallar el drea de la parte de la superficie de una esfera x%2- y2-

--22=a? separada por la superficie del cilindro %:-+-i'—a-=i (@a>b). Res-

Va—bt
G

puesta: 4ma®— Ba?— arcsen

14+
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47. Hallar ol drea de la superficie de un cuerpo formado por la interseccion
de dos cilindros z* -+ p? = a?, y% - 2* = a®. Hespuesta: 16a®.

48. Calcular el area de la parte de la superficie cilindrica z? +- y* = 2az
comprendida entre el plano z = 0 y el cono z? 4} y% — 2%, Respuesta: Ba®.

49. Caleular el drea de la parte de la superficie cilindrica z® - y* = a?
comprendida entre les planos z = mz y z = 0. Respuesta: 2ma®.

50. Calcular el drea de la parte de la superficie de un paraboloide y? -
<} z? = 2az comprendida entre el cilindro parabélico y? = az y el plano

z = a. Respuesta: %:(a’ (3V3-—1),

Célculo de la masa, de las coordenadas del centro de gravedad y del
momento de inercia de figuras planas

(En los problemas 51-62, y 64 supongamos que la densidad superficial es cons-
tante e igual a 1).

51. Determinar la masa de un disco circular de radio «, si la densidad
en cualquier punto P es inversamente Froporcional a la distancia entre P y
el centro (el coeficiente de proporcionalidad es igual a K). Hespuesta: makK.

52. Caleular las coordenadas del contro de gravedad de un tridngulo equi-
latero, tomando el eje Oz por su altura, v el origen de coordenadas, por su
vértice. Respuesta: z = = ;’;/3 , oy =0

53. Determinar las coordenadas del centro de gravedad de un seclor ecir-
cular de radio a, tomando el eje Oxr por la bisectriz de su dngule. E] édngule
de abertura del sector es igual a 2a. Hespuesta: z,:= _zfi;.-{}i. Ye=0.

54. Hallar las coordenadas del ceuntro de gravedad de la mitad superior
del circulo 22} y2=a? Hespuesta: z.=10, Ve=3—-

55. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la superficie de un
arco de cicloide r—a (t —sent), y =a (1--cos t), Hespuesta: x.— am, yc:—-%.

56. Hallar las coordenadas del centro de gravedad del drea limitada por
un lazo de la curva p?=—=a?cos 28, Hespuesta: x,::—:lg-@, e=0.

57. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la superficie de la
5
cardioide p=a (1--cos 0). Respuesta: :ccz-g- i Ye=0.
58. Calcular el momento de inercia del drea de un rectangulo, limitado
por las rectas =0, r=a, y=0, y=>b, respecto al origen de coordenadas,
ab (a4 b%)
Respuesta: —3

2
59. Calcular el momento de inercia de la elipse %“I'i_a:i:
a) respecto al eje Oy: b) respecto al origen de coordepadas. Respuesta:
nadb nab
7 b) 7 (a%+b2).

60. Calcular el momento de inercia del rea del circulo p==2a cos 0 res-

a)

3
pecto al polo. Respuesta: ?m‘.
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61. Calcular el momento de inercia del drea de la cardioide p=
mat
=a (1—cos 8) respesto al polo. Respuesta: 16

62. Calcular el momento de inercia del drea del circulo (z—a)?+
-+ (y —b)2=2a2, respecto al eje Oy. Respuesta: 3mad.

63. Se da una placa cuadrada de lado a. La densidad en cada punto de
esta placa es proporcional a la distancia desde este punto hasta uno de los
vértices del cuadrado. Calcular el momento de inercia de la placa respecto

a un lado que pasa por este vértice, Respuesta: z%kﬂ‘l'? V2 +31Inx

® ('&2_ +-1)], donde k es el factor de proporcionalidad.
. Calcular el momento de inercia del drea de la figura Iimitada por
la parédbola y2=az y la recta z=a respecto a la recta y—= —a. Respuesta:

— gt
sa.

Integrales triples
g gk dg ax si el dominio de integracién esta
L

65. Calcular m N

llimzitadospur los planos de coordenadas y el plano z-fy-+z=1. Respuesta:
n

2 16 °

a x I
8
66. Calcular S {S [S zyz dz] dy} dx. Respuesta: %ﬁ"
00
67. Calcular el volumen de un cuerpo limitado por la esfera 22 |- y2 22=4
y la superficie del paraboloide 22+ y2=3z. Respuesta: Lﬁ—ﬂ,

68.*) Calcular las coordenadas del centro de gravedad y los momentos
de inercia de la pirdmide limitada por los plancs: z=0, y=0, z=0
oY% 4 Re — N _c_f_aﬂbcf_&
a_-{——gv-}-?.--‘ . Respuesta: For=7 yc—-}'—. Z-c—-'z. =%y ="
c3ab
60

69. Calcular el momento de inercia de un cono recto circular respecto

I, = 5 Itl:fé’(;—.(ﬂz—i--b!--l—c‘}‘

a su eje. Respuesta: %uhr‘. donde h es la altura del cono y r, el radio

de su base.
70. Calcular el volumen de un cuerpo limitado por la superficie de la

ecuacion (z2+4y?-2z2)2=a%. Respuesta: 3 na?d,
71. Calcular el momento de inercia de un cono circular respecto al

2
“’;g (2h2 4 3r2).

72. Calcular las coordenadas del centro de gravedad de un cuerpo limi-
tado por una esfera de radio o y una superficie conica, de fngulo en el vértice
2a, si el vértice del eono coincide con el centro de la esfera. Hespuesta: z. = 0,

diametro de su base. Respuesta:

*) En los problemas 68-69, 71-73 supongamos que la densidad es constante
e igual a 1,
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ye—0, 2= -g-a (1 4 cosa) (el eje Oz coincide con el del cono y el vértice,

con el origen de coordenaﬂas&.

73. Calcular las coordenadas del centro de gravedad de un cuerpo limi-
tado por una esfera de radio a y por dos planos, que pasan por el centro de la
esfera y forman entre si el dngulo de 60°. Respuesta: p = B 8=0,p= i}
(el eje Oz se toma por la linea de interseccién de los planos; el centro de la esfe-
ra, por el origen de coordenadas; p, 8, ¢ son las coordenadas esféricas).

1 2 ¢
74. Utilizando la igualdad —= =—= S e~ do (o >0), caleplar las
VE Va4

p— 1asscoa:dz §senzdr - st-]/—{"’—-]/E
ntegra nv;yuv}_.epma. 5 5




CAPITULO XYV

INTEGRALES CURVILINEAS E INTEGRALES
DE SUPERFICIE

§ 1. INTEGRAL CURVILINEA

Supongamos que el punto P (z, y) se desplaza a lo largo de una
curva plana L de un punto M a un punto N. Al punto P esta aplica-
da la fuerza F que varia en magnitud y direccién cuando P se despla-
za, es decir, la fuerza es una funcién de las coordenadas del punto P:

F = F (P).

Calculemos el trabajo A de la fuerza F' cuando el punto P se
desplaza de M a N (fig. 326). Dividamos, para esto, la curva MN
en n segmentos arbitrarios por los
puntos My = M, My, M, ,... yy

., M, =N, partiendo de M a 7

4s,

M‘-;___._".L

N y demgnemos por As; el vector s
M Mi+,. Designemos por F; la “
magnitud de la fuerza F en el punto Y
M. En este caso, el producto esca-
lar I';As8; podemos considerarlo
como la expresién aproximada del
trabajo de F a lo largo del arco

mfwﬁ

i

A; = FtA.!t‘,'.
S'ea: i ) ] X; X+l X
F=X(@x yitY(x
donde X (z, y) e Y (2, y) son pro-
vecciones del vector F sobre los
ejes Ox y Oy. Designando por Az; y Ay; los incrementos de las coor-
denadas z; e y; durante el paso de M; a M., obtenemos:

Asy = Azt | Ay j.

Fig. 326

Por consiguiente,
Fiy As; = X (x5, 1) Az; + Y (21, y1) Ays
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El valor aproximado de trabajo 4 de la fuerza ¥ en toda la curva
MN es:
A=~ ,ZJ, FiAs; = ‘Zi [X (zi, yo) Az + Y (=i, yi) Ayl (1)
Sin hacer las definiciones rigurosas indiquemos mientras tanto
que, si el limite de la expresién del segundo miembro de la igualdad
existe cuando As; — 0 (es evidente que Az; — 0 y Ay; — 0), enton-
ces, este limite expresa el trabajo de la fuerza F a lo largo de la
curva L entre los puntos M y N:

n
% :A]imole [X(zi, y) Azi + Y (z;, yi) Ayil. (2)
S
Ayi—+0

El limite *) del segundo miembro se llama integral curvilinea de
X (z, y)eY (z, y) alo largo de la curva L, y se designa asi:

A=§X(w. Ydr+Y(z, y)dy (3)

(™)

A =c§>X (z, y)ydz 4+ Y (z, y)dy. (3)
M

Los limites de las sumas de la forma (2) se encuentran a menudo
en matemiticas y fisica, X (z, y) e Y (x, y) se consideran como
funciones de dos variables en un cierto dominio D.

Pongamos las letras M y N, que reemplazan los limites de
integracién en la integral (3”), entre paréntesis, para indicar que
ellas no son niimeros, sino designaciones de los extremos de la curva
por la que se toma la integral curvilinea. La direccién a lo largo
de la curva L de M a N se llama sentido de integracién.

Si la curva L es la del espacio, la integral curvilinea de las tres
funciones X (z, vy, 2), Y (z, y, 2) Z (z, y, z) se determina de una
manera andloga:

EX{I. y, Dde+ Y (z, y, 2dy+ 2 (z, y, D) dz=

=A“1_11 2 X (zp, Yn, o) By + Y (2,-Yis 21) BYr + Z (@ns Yny 22) A2y,
i
Azp—+0
La letra L por debajo del signo de la integral indica que la integra-
cion se efectiia a lo largo de la curva L.
Indiquemos dos propiedades de la integral curvilinea.

*) Aqui, el limite de la suma integral se entiende en el mismo sentido que
en el caso de la integral definida (véase § 2, cap. XI, tomo I)
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Propiedad 1. Una integral curvilinea se determina por el ele
mento de integracién, la forma de la curva de integracién y el senti-
do de integracién.

La integral curvilinea cambia de signo simultdneamente con el
cambio del sentido de integracion, puesto que en este caso el vector
As, y, por tanto, sus proyecciones Az y Ay cambian de signo.

Propiedad 2. Dividamos la curva L por el punto K en dos partes

Ly y L, de modo que MN = MK + KN (fig. 327). Entonces de la
férmula (1) directamente se deduce:

(N} (k) (x)

§ Xdz+Ydy= | Xdze+Ydy+ § Xdz+ Ydy.

(M) (M) (K)

Esta correlacién es vilida para cualquier nimero de sumandos.
Indiquemos mas que la definicién de integral curvilinea es vélida
también cuando la curva L es cerrada.

En este caso el origen y el extremo de la curva coinciden.

Por eso, cupndo tenemos una curva cerrada no podemos escribir
0]

S X dz - Y dy, sino sélo SX dz 4 Y dy, indicando obligatoria-
(M) L

mente el sentido del recorrido a lo largo de la curva cerrada L. Para
designar la integral curvilinea a lo largo del contorno cerrado L

frecuentemente se usa también el simbolo ‘§ X dz+ Y dy.

L

Observacién. Hemos llegado a la nocién de la
integral ecurvilinea, considerando el problema Lg W
sobre el trabajo de una fuerza ¥ en un segmento A
curvilineo L.

En este caso supongamos que en todos los
puntos de la curva L estd dada la fuerza F
como una funcién vectorial de las coordenadas <M
del punto de aplicacién (z, y); las proyecciones del
vector variable F sobre los ejes de coor-
denadas son iguales a las funciones escalares
(es decir, a las numéricas) X (z, y) e Y (z, y). Por esto,

una integral curvilinea de la forma SX dr 4+ Y dy podemos consi-

Fig. 827

L
derarla como la integral de la funcién vectorial ¥ dada por sus
proyecciones X y Y.
La integral de la funcién vectorial F a lo largo de la curva L se
designa por el simbolo

{ Fas.
L
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Si el vector F' se determina por sus proyecciones X, Y, Z, enton-
ces, esta integral es igual a la integral curvilinea

{ Xde+Ydy+ Zds.

L
En particular, si el vector # se encuentra en el plano Ozy, la integral
de este vector es igual a:

§{ Xdz+ Y ady.
L
Cuando la integral curvilinea de una funcién vectorial F' se toma

a lo largo de una curva cerrada L, esta integral curvilinea se llama
circulacién del vector F a lo largo del contorno cerrado L.

§ 2. CALCULO DE LA INTEGRAL CURVILINEA

En este parrafo propongamos precisar la nocion del limite de la
suma (1), § 1, y, en relacién con esto, precisar la nocién de la
integral curvilinea e indicar el procedimiento de su cileulo.

Y N

Mar

Y M)
Mz
M
M
0 E}" X
Fig. 328

Supongamos que la curva 1 estd dada por las ecuaciones en forma
paramétrica:

=9 (1), y=v (1)

Analicemos el arco MN de esta curva (fig. 328). Sean a y p los
valores del pardmetro correspondientes a los puntos M y N. Divida-
mos el arco MN en elementos parciales As;, por los puntos
M, (x4, y1), Ms (z2, ¥2), ..., M, (., y,), haciendo

T =@ty yi =P (t).
Examinemos la integral curvilinea
$ X (@, pdz+ Y (z, y)dy, -
L
definida en el pirrafo anterior. Demos aqui sin demostracién un
teorema sobre la existencia de la integral curvilinea. Si funciones
@ (2) y ¥ (t) son continuas y tienen derivadas continuas ¢’ () y ¢ (t)
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sobre el segmento la, B) y si, ademds, las funciones X [q (t), ¥ ()]
e Y [g (f), ¥ (¢)] son continuas como funciones de t en este segmento
entonces existen los limites

lim X X (7, y) A= § X (z, y) dz,

Axi—+0 i=1

T
Alimuz- Y (21, y) Ayi=§ Y (2, v) dy,

yi—r0i=1
donde z, e y, son las coordenadas de cierto punto del arco As;. Estos
limites no dependen del modo de dividir la curva L en arcos parciales
Asy, cuando As; — 0, ni de la eleccién del punto M; (zy, yi) en el
arco As;. Estos limites se llaman integrales curvilineas y se represen-

tan asi:

(@)

o o
lim ) X (z;, y) Az;=§ X (2, y) dz,
L

Axi—+0 i=1

n
lim 2 Y (z, y)Ayi=§ Y (z, y)dy.
Ayi—+0 i=1 L

Observacién. Del teorema citado se deduce que hacia un mismo
limite (es decir, hacia la integral curvilinea) tienden las sumas,
definidas en el parrafo anterior donde los puntos M; (z;, y:) son
los extremos del arco As;, siendo arbitrario el sistema de divisién
de L en los arcos parciales As;.

El teorema formulado da la posibilidad de obtener el método
para calcular las integrales curvilineas.

Asi, segln la definicién, tenemos:

(N} H
§ X (z, y)dz= lim 2} X (z;, y)) Ax;, (3)
(M) Axi—+0 i=1
donde
Azy =2y — 2.0 = @ (1) — @ (ti_9)-

Transformemos la tltima diferencia segiin la férmula de Lagrange:
Azy = @ (1) — @ (tiy) = @ (1) (th — tizy) = @ (1) ALy,
donde t; es cierto valor de ¢ comprendido entre los valores ¢; _4

y t;. Puesto que el punto z;, y; en el arco As; es arbitrario, elijimos-
lo de modo que sus coordenadas correspondan al valor del pari-
metro T;:

r=o(), Y=y
Poniendo en la férmula (3) los valores obtenidos de z;, y; y Az,
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obtenemos:
(N} n

| X(z, ydr= lim X X[o(@)p@E)] ¢ () At,.
{M) Alj—0i=1

El segundo miembro es el limite de una suma integral para la fun-
cién continua de una sola variable X [g (1),

v )] ¢ (t) en el segmento [a, Pl. y
Por consiguiente, este limite es igual a la N

integral definida de esta funcién: ]

(v B

S X@ ydr={X[g®, vO)¢ (O d. 1
Anédlogamente, obtenemos la férmula: T

(N) _H ] oy

§ Yz, pdy=1{Y[o), $@] ¥ () dt. | ¥

(M) w L

z
M
of 1t 2 X

Fig. 329 Fig. 330

Sumando miembro a miembro estas igualdades, obtenemos:
(N}

§ X(z, pdz+Y(z, y)dy=
{ M)

B
=£ (X[o®, »O ¢ @+ Y[o@©), p@O]y (&) dt. (%)

Esta es la férmula buscada para calcular una integral curvilinea.
De manera anéloga se calcula la integral curvilinea

$Xde+ Ydy+ Zdz
a lo largo de una curva en el espacio, dada por las ecuaciones z =
=@ (), y=v%(@), z=1x(.

Ejemaplo 1. Caleular la integral curvilinea de una terna de funciones: z9;
3zy% —z% (o0, que es lo mismo, de la funcién vectorial z3{ - 3zy% — z%yk)
a fo largo de un segmento de la recta que parte del punto M (3,2,1) al punto
N(0,0,0) (fig. 329).
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Solucién, Para hallar las ecuaciones paramétricas de la linea MN a lo
largo de la cual se debe realizar la integracién, escribamos la ecuacién de la
recta que pasa por los dos puntos dados:

x ¥y &

3 2 17
designando por ¢ el valor comiin de todas estas razones, obtenemos las ecuacio-
nes de la recta en forma paramétrica:
z=3, y=2, z= 1
Es evidente, que al origen del segmento MN correzsponde el valor del parametro
t = 1 y al extremo, el valor de ¢t = 0. No es dificil hallar las derivadas de z,

y, = respecto al parimetro ¢ (las que necesitaremos para calcular la integral
curvilinea):

=3, y{ =2, z; =1.

Ahora podemos calcular la integral curvilinea bunscada con ayuda de la
formula (4):

N
i r3da 3z dy — 2%y dz=
(M)
0 0
= S [{31)3.3 43¢ (2¢)2.2—(31)2.2¢ 4] dt = S B719 di = -%Z.
1

1
Ejemple 2. Calcular la integral curvilinea de un par de funciones: 6z,
10 zy%, a lo largo de la curva plana y = z? entre los puntos M (i, 1) y NV (2, 8)
(fig. 330).
Solucién. Para calcular la integral buscada

(™)

3‘ B2ty dx - 10zy® dy

(M)
hacen {alta las ecuaciones paramétricas de la curva dada. Pero, la ecuacion de
Ja curva y = z® dada explicitminente, es un caso particular de la ecuaciin
paramétrica: aqui, la abscisa » del punto de la curva sirve de parimetro y las
ecuaciones paramétricas de la curva son:

2=z, y=a%
El pardmetro z varia de z;, = 1 a z, — 2. Es fici) calcular las derivadas res-
pecto al pardmetro:
xp =1, py=Sah

Por consiguiente,
(V) 2
{ 622y de+ 102y idy= [ [6223.14-10229.322] dz
(i) 1

2
= { (62543029 dz = [28 | 3210] = 1084,
1

Mostremos, ahora, algunas aplicaciones de la integral curvilinea.
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1. La expresion del drea de un dominio, limitado por una curva
limitada, en funcion de una integral curvilinea.

Sea dado en el plano Oxy un dominio D limitado por un conlorno
L tal que toda paralela a uno cualquiera de los ejes de coordenadas
¥ que pasa por algin punto interior del dominio, corte la frontera
L no mas que en dos puntos (es decir,
el dominio D es regular) (fig. 331).

Supongamos que el segmento |a,
b] es la proyeccion del dominio D sobre
el eje Oz; abajo D estd limitado por
la curva (/y):

¥y = yu (2)
y encima, por la (I):
y =y (x), (11 (@) <y (2)].

Entonces, el drea del dominio D es
igual a:

A

b

b
S =\ y(x)dz — § y, (2) dz.

Fig. 331

Pero, la primera integral es una integral curvilinea a lo largo

de la curva [, (hﬁfv) puesto que y = ¥» (x) es la ecuacion de esta
curva; por tanto:
b

Spe(@de= | ydz.
a MPN
La segunda integral es una integral curvilinea a lo largo de la curva
.
ly (MQN), es decir:
b
Vy(@)de= 1§ ydar.
a MQN

En virtud de la propiedad 1 de la integral curvilinea, tenemos:

§ ydz=— | yda.
MPN NPM
Por consiguiente,
S=— §| yde— §| ydr=—|ydz. (5)
NPM MQN L

Tengamos en cuenta que la curva L se recorre en el sentido contrario
al movimiento de las agujas del reloj.

Si una parte de la frontera L constituye un segmento MM,
(M)

paralelo al eje Oy, entonces S y dxr = 0, y la igualdad (5) es valida

(My)
también para este caso (fig. 3312).
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De modo semejante podemos demostrar que
8= ISJ z dy. (6)

Sumando miembro a miembro las igualdades (5) y (6) y dividien-
do por dos, obtenemos una férmula mas para calcular el drea S:

S=%Szdy—ydz. (7

L
Ejemplo 3. Calcular el drea de la elipse
z=acost, y=bsenlt.
Solucién. Segin la férmula (7) hallamos:
in
S:-:% S [acostbeast—bsent (—asent)] dt=nal,
9,

Notemos que la férmula (7), asi como las férmulas (5) y (6), son
validas también para las Areas de dominios cuyas fronteras se cortan
por las paralelas a los ejes de coordenadas
en mas de dos puntos (fig. 333). Para de-
mostrarlo, dividamos el dominio dado
(fig. 333) en dos dominios regulares me-
diante la linea [*. La férmula (7) es
vilida en cada dominio.

Sumando miembro a miembro, obtenemos
en el primer miembro el area del dominio da-
do y en el segundo, la integral curvilinea

Fig. 832

(con el coeficiente —%-) tomada a lo largo de

toda la frontera, puesto que la integral indicada a lo largo de la
linea de divisiéon [* se toma dos veces: una vez en el sentido directo,
y otra, en el sentido inverso, por lo cual es igual a cero.

2. Caleulo del trabajo producido por una fuerza variable F en
una trayectoria curvilinea L.

Ya hemos indicado al principio del § 1 que el trabajo de una
fuerza ¥ = X (z, y, 2)i + Y (2, ¥, 2§ + Z (z, y, z) & a lo largo
de una curva L = MN es igual a la integral curvilinea:

(N)
A=(I‘X(x, y, syde+ Y {z, y, 2)dy + Z (z, y. z)dz.
M

Analicemos un ejemplo concreto del cdlculo del trabajo de una
fuerza.
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A / 1z
Mz(ﬂg. C;J
F=mg
0 M (af»bhch
g % x/ 7
Fig. 338 Fig. 334

Ejemplo 4. Calcular el trabajo 4 de la fuerza de gravedad ¥ durante el
desplazamienio de masa m del puato M, (ay, by, ¢,) al punto M; (ay, by, ca)
a lo largo de una trayectoria arbitraria L (fig. 334).

Solueién. Las proyecciones de la fuerza de gravedad ¥ sobre los ejes de
coordenadas son:
X=0,Y=0,2Z= —mg.

Por tanto, el trabajo buscado es:

(Mg cg
A= | XdzY dy-l-—Zdz:E (—mg) dz=mg (eq—rq).
(M1) <1

Como so ve, en este caso la integral eurvilinea no depende de la trayectoria
de integraci6n, sino solamente de las posiciones de los puntos inicial y final.
Hablando con mayor precision, el trabajo de la fuerza de gravedad depende
s6lo de la diferencia en alturas ocupadas por el punto inicial v por el final.

§ 3. FORMULA DE GREEN

Determinemos la relacién entre la integral doble extendida por
un dominio plano D y la integral curvilinea a lo largo de la frontera
L de este dominio.

Supongamos que en el plano Ozy estd dado un dominio D regular
tanto en la direcciéon de Ox, como Oy, limitado por un contorno
cerrado L (fig. 331). Sea este dominio limitado abajo por la curva
Y=y () y encima, por la curva y = y, (2), y (2) < ¥ (2)
(e Lz L D).

En conjunto estas dos curvas forman el contorno cerrado L.
Sean dadas en el dominio D dos funciones continuas X (z, y)
¥y Y (z, y), que tienen derivadas parciales continuas, Examinemos

la integral
“ OX (%, ) 4, 4.
D ay
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Representdndola en la forma de la integral iterada de segundo orden,
obtenemos:

b x) b
55 LX—dzdy:S( 5 E!-}E—dy)d:::=5;’{{x. w
D dy a v dy a

]
=§[X (z, ¥2(2)) — X (z, y,(2)]dz. (1)

alx)
dz =

ylx)

Notemos que la integral
b
VX (@ v2(2) dz
a
es numéricamente igual a la integral curvilinea
§ X(z, y)da,
(MPN)
a lo largo de la curva MPN, cuyas ecuaciones paramétricas son
=2z Y=y (),
donde z es el parimetro.
De este modo,

b
§ X, 2@)de= | X(z, y)da. )
a MPN

Andlogamente, la integral
b

E X (‘zf LJ {I)J dx

es numéricamente igual a la integral curvilinea a lo largo del arco
MQN

b
JX (@, pl@)dz= § X(z, y)da. (&)
a (MQN)

Sustituyendo las expresiones (2) y (3) en la formula (1), obtenemos:

H X dzdy= g X (z, y)dz — [ X (z, y)dz. (4)

oy MPN QN
Pero,

§ X(x. dr=— §| X(z, podz
MQN NQM

15—536
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(véase § 1, propiedad 1). Por consiguiente, podemos escribir la
formula (4) en la forma:

Sgi{&dxdy: S X (z, y)dr+ S X (z, y)dz.
ay
I}

MPN MQN

Pero, la suma de las integrales curvilineas del segundo miembro
es igual a la integral curvilinea a lo largo de toda la curva cerrada
£, en sentido del movimiento de las agujas del reloj. Por tanto, la
altima igualdad puede ser reducida a la forma:

H—dﬁ-dzdy= 5 Xz, yydz. ()
]
L (segan las agu jas del reloj)
Si una parte de la frontera estd representada por un segmento
13, paralelo al eje Oy, entonces tenemos SX (z, y)dz =0 y la

e s ’a
ecuacién (5) permanece vélida también para este caso,
De manera igual hallamos:

“ELMF__ S Y(n wdy (6)

L (segin las agujas del reloj)

Restando (6) de (5), obtenemos:

aX ay
—— — — ] dzdy= X dz + Y dy.
SS((?;; 3.1') o 5 + y

L (s~giin las agulas del reloj)

Si el sentido del recorrido de) contorno L es inverso al movimien-
to de las agujas de un reloj, tenemos *):

“ (ﬂ_ﬁ)dzdyijcsx-;- Y dy.
£ dx ay v

Esta es asi llamada fdrmula de Green por nombre de fisico y mate
méatico inglés D. Green (1793—1841) **).

*) Si en una integral curvilinea por un contorno cerrado L mno estd

indicado el sentido del recorrido, se supone que esto se efectiia a la direccién
contraria al movimiento de las agujas del reloj. Se hacen referencias especiales,
si el recorrido estd realizado en el sentido de las agujas del reloj.

*#*) Esta férmula es un caso particular de una formula més general, obte-
da por el mateméatico ruso M. V. Ostrogradski.
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Hemos supuesto que el dominio D es regular. Pero, igual que
en el problema del Area (véase § 2) se puede demostrar que esta
férmula es vélida para cualquier dominio que podemos dividir en
los dominios regulares.

-§ 4. CONDICIONES PARA QUE UNA INTEGRAL CURVILINEA
NO DEPENDA
DE LA TRAYECTORIA DE INTEGRACION

Examinemos la integral curvilinea
(™)

§ Xdz+Yady,
(M)

a lo largo de una curva plana L que une los puntos
M y N. Supongamos que las funciones
X (z,y) e Y (z, y) tienen derivadas parcia- Q N
les continuas en el dominio examinado D.
Aclaremos las condiciones en las cuales la ¥,
integral curvilinea no depende de la forma P
de la curva L, sino de la posicion de los Fig. 335
puntos M y N. Analicemos dos curvas arbi-
trarias, MPN y MQN del dominio examinando D que unen
los puntos M y N (fig. 335).
Sea:
{ Xdz4+Ydy= | Xdz+ Ydy, 1)
MPN MQN
es decir,
MPN

Luego, en virtud de las propiedades 1 y 2 de las integrales curvi-
lineas (§ 1) tenemos:

{ Xdz+Ydy+ | Xdzr+ Ydy=0,
MPN NQM

{ Xdz+Ydy— | Xdr4+Ydy=0.
MQN

es decir, la integral curvilinea a lo largo del contorno cerrado L es:
§Xdz4+Ydy=0.
L

En esta dltima formula la integral curvilinea estd tomada a lo
largo de un contorno cerrado L, compuesto de las curvas MPN y
y NQM. Es evidente que podemos considerar este contorno L como
arbitrario.

Por consiguiente, si tenemos la condicién de que la integral
curvilinea no depende de la forma de la curva que une los dos puntos
arbitrarios M y N, sino de la posicion de éstos, resulta que esta
integral a lo largo del contorno cerrado cualquiera es nula.

15+



228 Inteprales curvilineas e integrales ae superficie

La conclusion reciproca también es vélida: si la integral curvi-
linea a lo largo de cualquier contorno cerrado es nula, ésta no depen-
de de la forma de la curva que une los dos puntos arbitrarios, sino
solo de la posicion de estos puntos. Fn efecto, de la igualdad (2)
se deduce la (1).

En el ejemplo 4, § 2, la integral curvilinea no depende de la
trayectoria de integracion. En eambio, en el ejemplo 3 la integral
curvilinea depende de la trayectoria de integracion, puesto que la
integral a lo largo del contorno cerrado no es nula, sino da el drea
limitada por este contorno.

En los ejemplos 1 v 2 las integrales curvilineas también dependen
de la trayectoria de integracion.

Naturalmente surge la pregunta: a qué condiciones deben satisfa-
cer las funciones X (r, y) e Y (x, y) para que la integral curvilinea

SX dz -}- Y dy a lo largo de cualgquier contorno cerrado sea nula.
Il teorema siguiente da la respuesta:

Teorema. Sean X (z,y) e Y (x,y) las dos funciones continiias
en todos los puntos de cierto dominio D, igual que sus derivadas
aX (z, aY (x, . .
—f;r i (;:.r ) . Para que la integral curvilinea

parciales,

a lo largo de un contorno L cerrado cualquiera de este dominio
sea nula, es decir, para que

§ X(z, w)dr - Y (&, y)dy =0 (2)
L
es necesario y suficiente que se cumpla la igualdad
aX ay .
i (3)
ay dr

en todos los puntos del dominio D.

Demostracion. Examinemos un contorno cerrado arbitrario L
en el dominio D y escribamos la férmula de Green correspondiente
a este contorno:

SS (—q—t——ﬁ)dxdy=Ede+ Y dy.
5 dx ay .

Si la condicion (3) se cumple, la integral doble del primer miembro
es idénticamente igual a cero y, por consiguiente:

§ Xdr+ Ydy=0.
L

Queda asi demostrado que la condicién (3) es suficiente.
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Demostremos ahora que esta condicién es también necesaria,
o sea, si la igualdad (2) se cumple para cualquier curva cerrada
L de D, entonces la condicién (3) se satisface obligatoriamente en
cada punto de este dominio.

Supongamos lo contrario: que se cumple la igualdad (2)

{Xdz 4+ Ydy=0,
L
y no se cumple la condicién (3), es decir:
Yy X

it SRR o O

oz ay

aunque sea en un solo punto. Sea, por ejemplo, la desigualdad en
cierto punto P (zg, yo)
ay X

— -2 >0,

dx ay

Como la funcién en el primer miembro es continua, ella es posi-
tiva y mayor que cierto nimero 6 > 0 en todos los puntos de un
dominio D', suficientemente pequefio que contiene el punto
P (zy, ¥o). Tomemos la integral doble de la diferencia

aYy X

ox ay '

por este dominio D’. Por supuesto, ella es positiva. En efecto:

” (-‘Z-Y—_ﬂ)dxdy>“ 8 dz dy = b H dzdy = 6D" 0.
J dxr ay
n D D

Pero, segtin la formula de Green, el primer miembro de la Gltima
desigualdad es igual a la integral curvilinea a lo largo de la frontera
L' del dominio D', esta integral, seglin la hipétesis, es nula. Por
consiguiente, la Gltima desigualdad contradice a la condicién (2)

y la suposicién, de que la diferencia %— — % sea distinta de cero,
aunque en un solo punto, es falsa. De aqui se deduce que

Y X _,

ox dy

en todos los puntos del dominio dado D.
El teorema gueda, pues, completamente demostrado.
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En el § 9, cap. XIII (tomo II) hemos demostrado que el cumpli-
miento de la condicién

¥ (z, y) _dX(z, y)
dx dy

significa que la expresién X dzr 4 Y dy es la diferencial total de
cierta funcién u (z, y), es decir:

Xdx + Y dy = du (z, y),

siendo:
die gt
X(I, y]—a}‘ Y(xl y)‘—(')}-
Pero, en este caso el vector
it ou

es el gradiente de la funcion u (z, y); la funcién w (z, y), cuyo gra-

diente es igual al vector X7 4 Y, se llama potencial de este vector.
(N)

Demostremos que en este caso la integral curvilinea I = S X dzr +
(M)

+ Y dy a lo largo de cualquier curva L, que une los puntos M y N,

es igual a la diferencia de los valores de la funcién u en estos puntos:

(N) (™)

§ Xdz+Ydy= § du(z, y) =u(N) —u(M).
1877 Can)
Demostracién. Si Xdr4Y dy es la diferencial total de la

funcién u(z, y), entonces X=—g%; ¥ :%; y la integral curvilinea
toma la forma:
(™)
du du
(M)

Para calcular esta integral escribamos las ecuaciones paramétricas
de la curva L que une los puntos M y N:
z=9 (), y=1v9(@.
Supongamos que al valor { = f; del pardmetro corresponde el
punto M y al valor ¢ = T, el punto V. Luego, la integral curvilinea
se reduce a la siguiente integral definida:

T
7 S [;&ﬁﬂzﬂ] i
’ dx dt dy dt

o
La expresi6én entre los corchetes es una funcién de ¢, al mismo tiempo
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esta funcién es la derivada total de la funcién u [¢ (), ¥ (£)] res-
pecto a t. Por consiguiente:

T
du T
{= S—a:—dt—u[q:l(t}. ‘\P(t)] :o_

to

=”['P [t)r ‘\b(t}]—u[@(tﬂ), ’P(fo)}-_-u{m—“(m-

Como vemos, la integral curvilinea.de una diferencial total mno
depende de la forma de la curva, a la largo de la cual se efec-
tha la integracién.

La integral curvilinea a lo largo de una curva en el espacio tiene
las mismas propiedades (véase § 7 de este capitulo).

Observacién. A veces tenemos que analizar las integrales curvi-
lineas de una cierta funcion X (z, y) a lo largo de la longitud del
arco L:

§ X (2, ds= lim 3 X (z;, y) As, (4
L Asi—~01=1

donde ds es la diferencial del arco. Tales integrales se calculan de

un modo andlogo al usado para las integrales curvilineas examina-

das arriba. Supongamos que la curva L estd dada por las ecuaciones

paramétricas:

z=0q(), y="10I@),

donde @ (), ¥ (1), 9" (1), P (t) son las funciones continuas de ¢,
Sean a y P los valores del pardmetro ¢, correspondientes al
origen y al extremo final del arco L.
Como es

ds=V¢ @) + ¥ (0 dt,
obtenemos férmula para calcular la integral (4):
B R
S X@ pds=]X[o® vO1Ve O +¥ (07 ar.

Podemos examinar la integral curvilinea a lo largo del arco de
una curva en el espacio z = @ (1), y =P (1), z = % (8):

1]
£ X(z, g, 2)ds= g X{o@), @, xO1Vo @ +v @)+ « ).

Con ayuda de las integrales curvilineas a lo largo del arco podemos
determinar, por ejemplo, las coordenadas de los centros de gravedad
de diferentes lineas.
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Razonando andlogamente que en el § 8, cap. XII (tomo 1) abtenemos
la formula para calcular las coordenadas del centro de gravedad de
una curva en el espacio:

{ zds {yds izds
ro—=-Lt == .= 0
e Sd.'s Ye Sds Sd:‘- (9)
L L L

Ejemplo. Hallar las coordenadas del centro de gravedad de una espira
de un hélice

r=acost, y=asent, z=bt (0Lt <2n),
si su densidad lineal es constante.
Soluecién. Aplicando la férmula (5), encontramos:

in 2n
{acost V/uZsentiroaeoste| b2dt  § acost | a¥ 1 b2de
0 0
e = 21t =T Im =
{ VaZsen? {4 a¥cos? (b2 dt § Va2 b2 dt
0 i

a Va2+b2-0__g
onVai b2
Anilogamente, y.=0,

2n

\ bt V/a?sen?t—+a?cos? t -+ b* dt
0

4nt )/ et b2
_brdn Varsb Ln

¥, =

2n )/ a? L be 2n)/ atFp2

Asi, las coordenadas del centro de gravedad de una espira del hélice son:
=0, ye =0, z, = =nb.

§ 5. INTEGRAL DE SUPERFICIE

Sea dado en el sistema de coordenadas rectangulares Oxyz
un dominio V y sea o una superficie limitada por una curva A
en el espacio.

Respecto a la superficie o, supongamos que en cada su punto ~
la direccién positiva de la normal se determina por el vector unita-
rio n (P), cuyos cosenos directores son funciones continuas de las
coordenadas de los puntos de la superficie.

Supongamos que en cada punto de la superficie est4d determinado
un vector

F=X(z y,20i+Y(zy, 27+ Z(z, y, 2) %,
donde X, Y, Z, son las funciones continuas de las coordenadas.

Dividamos arbitrariamente la superficie en los dominios o areas
elementales Ac;. En cada una de estas dreas tomemos un punto
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arbitrario P; y formemos la suma
2 (F (P)n (Py) Aoy, (1)
t

donde:
F (P;) es el valor del vector ¥ en el punto P; del irea elemental

A, n'(Py) es el vector unitario de la normal en este punto; Fn es
el producto escalar de estos vectores.

El limite de la suma (1), extendida
por todas las freas Ac;, cuando los
didmetros de todas estas &reas tienden
a cero, se llama integral de superficie y
se designa por el simbolo

{§ Fn do.

Asi, seglin la definicion *) tenemos:

lim Y Fjn,Ao;={§ Fndo.

difim A oj—+0
Cada término de la suma (1):

Fmi ﬁO’g = F; AG; cos ('ﬂf, f"‘g] (3)
tiene la siguiente interpretacién mecdnica: este producto es igual
al volumen de un cilindro de base Ao; y altura F, cos (4, Fy).
Si el vector I es la velocidad de un liquido que corre por la siperfi-
cie g, el producto (3) es igual a la cantidad del liquido que pasa por
Ao, en una unidad de tiempo, en la direccién del vector n,; (fig. 336).
Si I es el vector de velocidad del liquido en un punto dado, la

expresion § {Fn do designa la cantidad total de liquido que corre
o

(2)

Fig. 336

por la superficie o en la direcciéon positiva en una unidad de tiempo.
Por eso, la integral de superficie (2) se llama, tamhién, flujo del
campo vectorial F' a través de la superficie o.

De la definicién de integral de superficie se deduce que si divi-
dimos la superficie o en las partes oy, 05, ..., 0, obtenemos:

{§Frnao=(Fndo+ {§ Fndo+ ... + {{ Fndo.
a a, a, TR

Representemos el vector unitario » mediante sus proyecciones
sobre los ejes de coordenadas:

n=cos(n, z)i-4cos(n, y)j-+cos(n, z)k.

*) Si la superficie o es tal que en cada uno de sus puntos un plano tangente
varia continuamente su posicién en funcién del desplazamiento del punto P por
la superficie, y si la funcién vectorial F es continua en esta superficie, entonces
este |imite existe (admitamos sin demostracién este teorema de la existencia
de las integrales de superficie).
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Poniendo en la integral (2) expresiones de los vectores de ¥ y n
en funcién de sus proyecciones, obtenemos:

SSFndU—H[Xcos(n 1) 4 Ycos(n, y)-}-Zcos{n. 7)]do. (2)

El producto Aa cos (n, z) es la proyeccion del area elemental
Ao sobre el plano Ozy (fig. 337); afirmacién andloga es vélida tam-
bién para otros productos

Ao cos (n, z) = Aoy,,, Aocos(n, y) = Ao,
Ag cos (n, z) = Aoy, (4)

donde Aoy, AG.;, Ac,, son las proyecciones de irea elemental
Ao sobre los planos de coordenadas correspondientes.

Fig, 337

En virtud de lo expuesto, la integral (2) podemos escribir tam-
bién en la forma:

§§ Frndo={§{[Xcos(n, )+ Ycos(r, y)+ Zcos(n, 2)]do=

=~ {1 Xdyds+ Ydsdz+Zdzdy. (2)
o

§ 6. CALCULO DE LA INTEGRAL DE SUPERFICIE

El céleulo de una integral por una superficie curvada se reduce
al cdlculo de una integral doble por un dominio plano.

Indiquemos, por ejemplo, un procedimiento del célculo de la
integral

§§ Zcos (n, 2)do.

Supongamos que la superficie o es tal que toda paralela al eje
Oz la corta en un solo punto. Por tanto, podemos escribir la ecuacién
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de la superficie en la forma:
z=f(z, y).

Designando por I la proyeccién de la superficie ¢ sobre el plano
?xy, obtenemos (en virtud de la definicién de la integral de super-
icie):

§$§Z (2, y, 2) cos (n, 2) dd = lim > Z(z, yi, z))cos(ny, 2)Ao.

difim A o —=+0 i=1
Tomando en cuenta la tltima de las férmulas (4) § 5, obtenemos:

SUS Zcos (n, z2) do = lim i Z (z, yi, f(xi, y) (Aoyy)i =

difm A Tey—0 i=1

=4 lm 2 Z(z yi, @, 1) A0y s

didm A g0 =1

la Gltima expresién es una suma integral para la integral doble de
la funcién Z (z, y, f (z, y)) por el dominio D, Por consiguiente:

SUS Zcos(n, 2)do= + SDS Z(z, v f(z, y) dzdy.

El signo «mds» delante de la integral doble se pone, cuando
cos (n, 2z)=>0, y el signo «wmenos», cuando cos (n, z) < 0.

Si la superficie 0 no satisface a la condicion indicada al princi-
pio de este parrafo, entonces, es preciso dividirla en partes, que le
satisfagan a estd condicién, y calcular Ia integral por cada parte
separadamente.

De modo andlogo calculamos las integrales

§§ Xcos(n, 2)do; §{ Ycos(n, y)do.

o

Lo demostrado anteriormente justifica la expresién de una
integral de superficie en la forma (2") § 5. El segundo miembro de la
igualdad (2") se puede considerar como una suma de integrales
dobles por las proyecciones correspondientes del dominio o. Los
signos de estas integrales dobles (o sea, los signos de los productos
dy dz, dx dz, dz dy) se toman de acuerdo con la regla indicada arriba.

Ejemplo 1. Sea o una superficie cerrada tal que toda paralela al eje Oz
la corta no mis que en dos puntos.
Examinemos la integral

S § zcos (n, z) do.
o

Tomemos la normal exterior por la direccién positiva de la normal. En el
caso dado podemos dividir la superficie en dos partes, inferior y superior, de
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ecuaciones correspondientes:
z=fi(z, ¥) ¥ 2= fa(z, p).
Designemos por D la proyeccion de ¢ sobre el plano Ozy (fig. 338); en-
tonces:

§§ zcos (n, 5) do= {5 fo (=, v) dzdy— §§ 71tz ) dz dy.
g n L

La segunda integral tiene el signo «menos» puesto que en la integral de
superficie el signo del producto dz dy en la superficie z = f, (z, ) debe tomarse
negativo, siendo negativo cos (n, z) para esta superficie.

Fig. 338 Fig. 339

Pero, la diferencia de las integrales del segundo miembro de la ultima
férmula representa el volumen limitado por la superficie 0. Entonces el volu-
men de un cuerpo, limitado por la superficie cerrada o, es igual a la siguiente
integral de superficie:

Ve={§ zcos (n, z) da.
o

Ejemplo 2. Una carga eléctrica positiva e, colocada en el origen de coor-
denadas, genera un campo vectorial tal que, segin la ley de Coulomb, en cada
punto del espacio se determina el vector F:

e
F=k -rT-r,

donde r es la distancia del punto examinado al origen de coordenadas; » es
el vector unitario dirigido a lo largo del radio vector del punto dado (fig. 339);
k es un factor constante,

Determinar el flujo del campo vectorial a través de una esfera de radio R
¥ centro en el origen de coordenadas.

Solucién, Tomando en cuentia gue r = R = consi, ilenemos:

SS k %mda::% S S rndao,
a a

Pero, la ultima integral es igual al drea de la superficie 0. En efecto, segiin
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a definicién de integral (teniendo en cuenta que #n = 1), obtenemos:

rndo= lim rpnpAog= lim > Aop=ao.,
SUS ﬁdk-—rﬂ z x .‘.\Uk-an —

% ke ke
Por tanto, el flujo buscado es ﬁo=ﬁ-§-4uﬂﬂzénke.

§ 7. FORMULA DE STOKES

Supongamos que tenemos superficie ¢ tal, que toda paralela al
eje Oz la corta en un solo punto. Designemos por A la frontera de o.
Tomemos la direccion positiva de la normal » de modo tal que ésta
forme con la direcci6n positiva del eje Oz un angulo agudo (fig. 340).

Sea z = f (z, y) la ecuacién de la superficie. Los cosenos directo-
res de la normal se expresan mediante las férmulas (véase § 6,
cap. IX, tomo I):

_or ]
cos (n, z) = a”z - ;
Vie(Z)+(2)
_or
005 (n, 1) = v 6;*; — M
i+l
cos(n, z)= ]/ 3{1 = e =
i) wlom) |

dy
Supongamos que todos los puntos de o pertenecen a un cierto
dominio V. Sea dada en el dominio V una funcién continua
X (z, y, z), siendo continuas, también, sus derivadas parciales de
primer orden, examinemos la integral curvilinea a lo largo de la
curva A

SX(xl ¥, z)‘d‘z'
A

En la curva A tenemos la igualdad z = f (z, y), donde z e y son las
coordenadas de los puntos de la linea L que es la proyeccién de A
sobre el plano Ozy (fig. 340). Por consiguiente, podemos escribir
la igualdad

[ X@ y 9dz=[ X y, /(z, v)dz. @
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La dltima integral es curvilinea a lo largo de L. Transformémosla
seglin la férmula de Green, haciendo:

Xz 9 fo, W=X( ¥, 0=Y(z p.

Sustituyendo en la férmula de Green XeY por sus expresiones.
obtenemos:

. S S oX (z, y, f(z, y)
ay

donde el dominio D esta limitado por la curva L. A base de la deri-
vada de la funcién compuesta X (z, y,
f(z, ) en la que y entra tanto directamen-
te, como mediante la funcién z = f (z, y),
hallemos:

dz dy — j X(z, y, flz, Ydz, (3)
L

0X (2, y, @ ¥) _ 0X (z,y.2)
dy dy

+

X (z, y, 2) f (z, y) )

T dz ay

(4)

Sustituyendo la expresién (4) en el primer
miembro de (3), obtenemos:

_Sg[aX(x. v.9), 0X@y.9) 0@ -")}dzdy=
ay 0z ay

Fig. 340

= S X(z, y, flz, y)dz.

L

Tomando en cuenta la igualdad (2), se puede escribir la ultima
ecuacién en la forma:

—— X _\\3X % ;.4
EX(:*:. y, 2)de= gj o dz dy Sj % oy y. (5)

Las dos dltimas integrales se transforman en las integrales de super-
ficie. Efectivamente, de la formula (2"), § 5 se deduce que, si tene-
mos una cierta funcién 4 (z, y, z), se verifica la igualdad:

§§ Az v, 2)cos(n, 2)do= SDE A dzdy.

En virtud de esta igualdad, las integrales del segundo miembro de
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la ignaldad (5) se transforman del modo siguiente:

Sgﬂdxdy=gg-€¥—cns(u, z) do, ]
S o S o

dX ¢ X d ‘} ©
SS-—-—f—dxdy—_—SS{;——{—cos(n, z) do. J
Y

dz Oy ady
Transformemos la tltima integral empleando las formulas (1) del

parrafo presente: dividiendo miembro a miembro la segunda de
estas igualdades por la tercera, hallamos:

cos(n, y) __  9f
cos(n, z) ay’
o sea,
-éif—cos (n, z2) = —cos(n, y¥).
ay .
Por consiguiente,
gg—a}-—‘_j—fdrdy-_—-—ggﬁcos(n, y) do. 0
3 dz  dy . 0z

Poniendo las expresiones (6) y (7) en la ecuacion (5), obtenemos:

5 X(z, y, 2)de = — SS OX cos (n, z) do -+ SS -i)-{—cos (n, y)ydo. (8)
i dy s az

A

El sentido del recorrido del contorno A debe ser acordado con
la direccién elegida de la normal positiva n. Es decir, si un observa-
dor mira desde el extremo de la normal, él ve que el recorrido a lo
largo de A se realiza contra el movimiento de las agujas del reloj.

La férmula (8) es valida para toda superficie, siempre y cuando
puede dividirse en partes, cuyas ecuaciones tengan la forma z =
= [ (=, y).

Anilogamente, podemos escribir las férmulas:

S Yz, y, 2)dy = SS [—Z—Ycos (n, ) + a?Y—cos. (n, z]] da, (8)
iz z

A a

S Z(z, y, 2)dz = SS [-—- a—zcos (n, ¥) + a—zcos (n, x}] do. (8")
/ dx ay

o



240 Integrales curvilineas e integrales de superficie

Sumando miembro a miembro las igualdades (8), (8"), (87,
obtenemos la férmula:

S‘Xd.z-l-Ydy—f—Zdz—_—SS [(ﬂ—ﬁ-)cos(n, z) +
i ox dy
aZ aYy aX az
+ (7;‘3) oonfn 8+ (E‘E) ooe -‘”]““- @

Esta es asi llamada férmula de Stokes [fisico y mateméatico inglés
D. Stokes (1819—1903)].

Esta férmula establece la dependencia entre la integral de super-
ficie o y la integral curvilinea a lo largo de la frontera A de o, sien-
do recorrida A segin la regla indicada arriba.

El vector B determinado por las proyecciones

azZ Yy B axX az Y aX

By—=— — =———— p="1_22

ay oz " dz or dx ay

se llama rotacional de la funcién vectorial ¥ = Xi + Yj + Zk y se
designa por el simbolo rot F.
Por tanto, en férmula vectorial la férmula (9) toma la formai

EFds:-Hnrotha, )

y podemos enunciar el teorema de Stokes asi.

La circulacién de un vector a lo largo de un contorno cerrado que
limita una superficie es igual al flujo de su rotacional a través de esta
superficie. p

Observacién. Si la superficie ¢ es una parte del plano, paralelo
al Ozy, entonces Az = 0, y obtenemos ya la férmula de Green, como
caso particular de la de Stokes.

De la formula (9) se deduce que si

Yy axX 0 4 ay axX az

— =0, 2o, % g, (0

dzx dy T ay dz "z oz

la integral curvilinea a lo largo de toda curva cerrada A en el espacio
es nula:

\Xdz+Ydy+ Zdz=0. (11)
A

Entonces, podemos decir que aqui la integral curvilinea no depende
de la forma de la curva de integracién.

Igual que en el caso de una curva plana podemos mostrar que,
para el cumplimiento de la igualdad (11), las condiciones (10) no
s6lo son suficientes, sino también necesarias,
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Después de satisfacer estas condiciones, el elemento de integra-
cion es la diferencial total de cierta funcién u (z, y, 2):

Xdz+Ydy+ Zdz =du(z, y, 2)
y, por tanto,

(~ (N}
{ Xde+Ydy+Zdz= §| du=u(N)—u(M).
() (M)

Esto se demuestra igual que la férmula correspondiente para una
funcién de dos variables (véase § 4).

Ejemplo 1. Escribamos las ecuaciones fundamentales de la dindmica
de un punto material:

dvy dvy dvy
R gy Xy Mgred

Aqui, m es la masa del punto; X, Y, Z son proyecciones sobre los ejes de
coordenadas de la fuerza aplicada al punto;

dz dy dz
Ug‘-—‘—'?t—, Vyﬂﬁ. U;=a—;
son proyecciones de la velocidad v sobre los ejes de coordenadas. Multipli-
quemos los dos miembros de las ecuaciones escritas por las expresiones
vy dt=dxz, v, dt =dy, v, dt=dz.
Al sumar las igualdades miembro a miembro, obtenemos:
m (vx dvg +-v, dvy+v; dv,) =X dz+Y dy+Z dz;

m%d(v§+v;+v§)=x dz+Y dy+2 dz.

Puesto que vi--v} -+ vi=1v?, podemos escribir:

d (_} mvz) -X de+ ¥ dy+-Zds.

Calculemos la integral a lo largo de la trayectoria que une los puntos
Ml Y Mg
(M2)
%mv'g——,}mv}z S X dx4Y dy+Zdz,
(M7)
donde vy y vy son las velocidades en los puntos My y M.

La tltima igualdad expresa el teorema de las fuerzas vivas: el incremento
de la energia cinética durante el paso de un punto al otro es igual al trabajo
de la fuerza que actia sobre la masa m.

Ejemplo 2. Determinar el trabajo de la fuerza de atraccién newtoniana
hacia un centro inmévil de una masa m durante el desplazamienio de una
masa unitaria desde la posicion M, (ay, by, ¢4) a la Mz (az, b2, ¢2).

Solueién. Supongamos que el origen de coordenadas se encuentra en el
centro inmévil de atraccion. Designemos por # el radio vector del punto M

16—-538
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(fig. 341) que co_rreqpondq a una posicion arbitraria de [a masa unitaria, y por
r0%, el vector unitario orientado a lo largo del vector ». Entonces

R o ]
¥ PR

donde k& es la constante universal de gravitacion. Las proyecciones de la
fuerza F sobre los ejes de coordenadas son:
z
TN LN e T
rtr r2 r
1 z
Z:.-. — kﬁ&ﬁ —; .
Luego el trabajo de la fuerza Fen la trayec-
toria M Mo es igual a:
(Mg)
Coxdrtydyradz
= =

A= —km

(M)
(M) (M)
Fig, 341 = —km S iii—{ﬁkm S d(—l—]
rd r)’
(M) (M3)
(puesto que r2=a24 y24 3 rdr=xdr-}ydy-f-zdz). Designando por ryy ra
las Jongitudes de radios vectores de lus puntos My y M,, obtenemos:

De modo que, en este caso, la integral curvilinea tampoco depende de la
forma de la curva de integracion, sino de las posiciones de los puntos inicial

y final. La funcién u = "-‘;_fsa llama potencial del campo de atraccion, gene-

rado por la masa m. En el caso dado

ou au du
Eomogmmy gy

A=u(Mgz)—u(M,),

es decir, el trabajo para desplazar la masa unitaria es igual a la diferencia
entre los valores de la potencial en los puntos inicial y final.

§ 8. FORMULA DE OSTROGRADSKI

Sea dado en el espacio un dominio regular tridimensional V,
limitado por una superficie cerrada o; la proyeccién de V sobre el
plano Ozy da el dominio bidimensional regular D. Supongamos que
se puede dividir la superficie o en tres partes g, 0, y 03 de modo
que las ecnaciones de las dos primeras tengan la forma:

z=fi(z, y) ¥ z=/f (2 v

donde f, (z, ¥) v f2 (z, y) son Ias funciones continuas en el dominio
D, y la tercera parte, a3, es una superficie cilindrica con la gene-
ratriz paralela al eje Oz.
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Examinemos la integral

I=SSS§—Z—%~—Mdzdydz.

2

Al principio, integremos respecto a z:
Falx, 1)

= JJ (]2 )

filx, w)
= EZ(I. ¥, f2 (2, y)}dzdy—gfzfx. Y, fi(z, ¥))dzdy. (1)
D D

Definamos en la normal a la superficie la direccién determinada,
a saber, la direccién que coincide con la de la normal exterior a la
superficie o. Entonces, cos (n, z) en la superficie o, es positivo,
en la o, es negativo y en la superficie o3 es nulo.

Las integrales dobles del segundo miembro de la ignaldad (1)
son iguales a las integrales correspondientes de superficie

2@ . fa(@ y) dedy= ({2 (2, y. z) cos (n, 2) do, )
W2y fi(@ ) dzdy=][2(z y,2)(—cos(n, 2)do.

En la dltima integral hemos puesto S—cos (n, 2)) por que los ele-
mentos de las superficies 0, y ¢, v el elemento del 4rea As del domi-
nio D estén ligados por la correlacién As = Ao [—cos (n, 2)], puesto
que el’ angulo (r, z) es obtuso.

Asi,

SDS Z( y fil@ Y dzdy=—{§Z(z, v, f1(z, Y)cos(n, 5 do. (2
Sustituyendo (2') y (2") en la igualdad (1), tenemos:
S 5 S 0Z(z, ¥, 2) ;. dy dz —

az

= EKZ(:, ¥, z)cos (r, z) do 4 ,{S Z (z, y, z) cos (n, z) do,
a, a9
Para comodidad de los cdlculos ulteriores, escribamos la dltima
ecuaci6én en la forma (sumado .\;S Z (z, y, %) cos nzdo = 0, puesto
3

16+
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que en la superficie o, se verifica la igualdad cos nz = 0):

Sgg 9 (z. ¥, 2) z)dxdydz=
3

0z

= SS Zcos (n, z) do 4 SS Zcos(n, z) do + SS Zcos (n, z) do.

2 o, s
Pero, la suma de las integrales del segundo miembro de la Gltima
igualdad es igual a la integral extendida por toda la superficie
cerrada o, por consiguiente:

Sgg%z_dxdydz=§j Z (z, y, z)cos (n, z) do.
z
v

a
De un modo semejante, obtenemos las correlaciones:

3‘]5 a dxdydz=jj Y (z, y, 2)cos(n, y)do,
v a

dy
ax
Sjggd;dydz:‘{j}((x, y, z)cos(n, z)do.

-4
Sumando miembro a miembro las tres Gltimas ecuaciones, obte-
nemos la férmula de Ostrogradski *):

axX . aYy az)
B o T T SO i) (62 VO V8
§§S(dx+6y+6z Yo%

v

== 55 (Xcos(n, )+ Ycos(n, y)+ Zcos (n, 2))do. (2)

a
ax aYy , dzZ - .
i6n 71— == = : a d
La expresion T +6y 92 se llama divergencia del vector (o sea,
divergencia de la funcién vectorial)
F=Xi+Yj+ Zk
y se designa por el simbolo div F:

ax ay az
divF =—+ ——+4—.
; dx + dy + 9z

*) Esta formula (llamada también de Ostrogradski — Gauss) fue obtenida
por el célebre matematico ruso M. V. Ostrogradski (1801—1861) y publicada
por &l en 1828 en el articulo «Notas sobre la teoria del calors.
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Indiquemos que esta férmula es vilida para todo dominio que
puede ser dividido en dominios parciales que satisfacen a las condi-
ciones expuestas al principio del parrafo corriente.

Demos una interpretacién hidromecanica de la férmula obtenida.

Supongamos que F' = Xé -+ Yj + Zk es el vector de velocidad
de un liquido que corre a través del dominio V. En este caso, la
integral de superficie en la formula (2) es la integral de la proyeccion
del vector F' sobre la normal exterior n; esta integral da la cantidad
del liguido que sale de ¥ a través de la superficie ¢ en una unidad
de tiempo (0 que entra en el dominio V, si la integral es negativa).
Esta cantidad se expresa mediante la integral triple de div F.

Si div F' = 0, la integral doble extendida por toda la superficie
cerrada es nula, es decir, la cantidad del liquido que sale (o entra)
a través de toda la superficie cerrada o es igual a cero (no hay fuen-
tes). Hablando con mayor precision, la cantidad del liquido que
entra en el interior del dominio es igual a la que sale de éste.

En forma vectorial la férmula de Ostrogradski se escribe asi:

§§§divFdo=\§ Fnds 1)
v a
v se anuncia diciendo: la integral de la divergencia de un campo

vectorial F', extendida por cierto valumen, es igual al flujo del vectar
a través de la superficie que limita este volumen.

§ 9. OPERADOR DE HAMILTON
Y ALGUNAS DE SUS APLICACIONES

Sea una funcién u = u (z, y, z). En cada punto del dominio
donde estd definida y derivada la funcién u (z, y, z) se determina
el gradiente:

du . Ou ou

El gradiente de la funcién u (.I y, z) se designa, a veces, de la mane-
ra siguiente:

,ou du du
Vumdp + iR (2)

el signo y es una delta invertida y se llama «nablay,
1) Es comodo escribir la ecuaciéon (2) en la forma simbélica:

a . 0 J i

y considerar el simbolo

V=il 42 o (3)

dx
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como un «vector simbélico». Este vector simbélico se llama hamilto-

niano u operador de Hamilton, o, simplemente, nabla (y — operador).

De lag férmulas (2) y (27) se deduce que, al «multiplicar» el vector

shilmbélico v por la funcién escalar u, obtenemos el gradiente de esta
ncidén:

yu = grad u. (%)
2) Podemos formar un producto escalar del vector simbélico y por
el vector F' = iX + jY + kZ:
VF — ("a% +;3 3 +& ﬁ)(1x+jy+ %Z) —

6X ay
= — X Y Z — 4 ——=div F
dx o ay + 6:.': dy + dz
(véase el § 8). Asi,
gF = div F. 5)

3} Formemos un producto escalar del vecter simbélico y por
el vector ' = iX + jY + kZ:

v xf‘—_-(if-+jﬁ+ki) % (46X + JY + kZ)—=
dz ady dz .

i j k

2 8 9 4 2 g 2 2.8
— |0z dy c’)z;_ dy 6z'_jax 6‘z+k6:c 6y=

X Y Z Y 2 X Z X Y

(az ay) _(az ax) (aY ax)

=il =) - —— )+ ——])=

ay dz dx dz ax ay

5 (ﬁ_fi) j(i“f__iz_)Jrk(ﬁi’__ﬁ):mw
0z dx

ay 0z oz ay
(véase el § 7). Asi,
v X F = rot F. )

De lo expuesto se deduce que el uso del vector simbélico y nos
permite expresar las operaciones vectoriales de una manera muy
breve. Examinemos unas cuantas férmulas mas,

4) El campo vectorial F (z, y, 2) = X + jY + kZ se llama
campo vectorial potencial, si el vector I’ es el gradiente de cierta
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funcién escalar u (z, y, 2):
F = grad u,
o sea,
ou ou du
F=i-+ ja_y +k %
En este caso, las proyecciones del vector F' son:

du du du
X = 5.-3: . Y: a“‘ty‘ » Z = a—z
De estas igualdades se deduce (véase § 12, cap. VIII, tomo I):

oX oY aY 9z X _ 9z

dy oz ' 9z 6y' 0z dx

6
6‘X_6Y_0 6Y_6Z__0 _Q{(_Haz_o
dy oz " Ay " o ox
Por consiguiente, para el vector examinado F tenemos:
rot FF = 0.

Asi, obtenemos:

rot (grad u) = 0. (7)
Aplicando y — operador, en virtud de las formulas (4) y (6), pode-
mos escribir la igualdad (7) asi:

(v X yu) = 0. (7

Usando la propiedad de que, para multiplicar un producto vectorial

por un escalar es suficiente multiplicar esta magnitud escalar por
uno de los factores, escribamos:

(vxXvu=0 ()

Aqui, el operador y de nuevo tiene las propiedades de un vector
ordinario: el producto vectorial de un vector por si mismo es nulo.

El campo vectorial F (z, y, z) para que rot F = 0 se llama
irrotacional. De la igualdad (7) se deduce que todo campo potencial
es irrotacional.

La conclusion inversa también es valida: si algin campo vecto-
rial F es irrotacional, es también potencial. Esta afirmacién es
correcta, lo que s» deduce de los razonamientos dados en el final
del § 7.

5) El campo vectorial F' (z, y, z), para que div F' = 0, es decir, el
campo vectorial que no tiene fuentes (véase el §8) se llama solenoidal,

Demostremos que

div (rot ¥) = 0, (8)

es decir, que el campo de rotacionales es libre de fuentes.
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En efecto, si ¥ = iX + jY -+ kZ, entonces:

worF—E_AF) o (0N, o[ 0E 9T

dy dz dz dx dx dy
y por esto:
div(rot & =2 (_J_A_ — K) -+
dx \ dy dz

p_(ax _ﬁZ_)+£(ﬂY ax)_

dy \ 9z dx dz \ dx dy o
Aplicado el y — operador, eseribamos la igualdad (8) en la forma:

v(v X F)=0. 8"

El primer miembro de esta igualdad lo podemos considerar como
un producto vectorial y escalar (mixto) de los tres vectores: y, v,
F', dos de los cuales son iguales. Es evidente que este producto es

nulo.
6) Sea un campo escalar u = u (z, y, z). Determinemos el

campo de gradientes:

du Ju au
gradu:ia—-‘r-{—jﬁ—l—h&.

Ahora hallemos:
. a (du d [du d [ou
div(gradu) = 52 (aT) *ay (a—y) + 3 (é‘)

du | Fu | &
D
ox ay dz

div (grad u) = (9)

El segundo miembro de esta .expresién se llama operador de Laplace
de la funcién u y se designa

Au=@+£2-l—: éz-l—; (10)

ax* " oy 9z
Por consiguiente, podemos escribir la igualdad (9) en la formas:
div (grad u) = Au. (11)

Con ayuda del y — operador escribamos la ecuacién (11):
(yyu) = Au. (11%)
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Notemos que la ecuacién

Fu | Fu  u
— == 12
3.7:2+6y2+652 g A2)
6
Au =0 (12)

se llama ecuacidn de Laplace. La funcién que satisface a esta ecuacién
se llama funcidn armdnica.

Ejercicios para el capitulo XV

Calcular las integrales curvilineas siguientes:

: 63 S y2dz42zy dy a lo largo de la circunferencia x —=acost, y=asent,
Respuesta: 0.

2. Sydz—zdy a lo largo del arco del elipse z=acost, y=>bsent.
Respuesta: —2nab.

z ¥ . .

3. S Py dz z—ﬂ—i-yﬂdy a lo largo de la circunferencia con el centro
en el origen de coordenadas. Respuesta: 0.

4. S% a lo largo de un segmento de la recta y=u=, desde
r=1 hasta z=2. Respuesta: In 2,

5. Syzdz+xzdy+3:y dz a lo largo del hélice z=acost, y=asent,
z=kt, cuando ¢t varia desde 0 hasta 2m. Respuesta: 0.

6. { zdy—ydz a lo largo del arco de hipocicloide z=acos3t, y=

=a send{. Respuesta: %naﬁ (drea duplicada de la hipocicloide).

i S zdy—ydz a lo largo del lazo del folio de Descartes x=% .
2
y=%. Respuesta: g-aﬁ (area duplicada del dominio limitado por este
lazo).

8. {zdy—pdr a lo largo de la curva z=a(t—sent), y=a (1—cos t)
(0 <t < 2n), Respuesta: —bna? (direa duplicada del dominio limitado por un
arco de la cicloide y el eje Ox).

Demostrar que:

9. grad (cp)=c grad ¢, donde ¢ es constante.

10. grad (e(@--cop) =¢y grad ¢ --cp grad , donde ¢ es constante.

1. grad (gp)=q grad 4 grad ¢.

12. Hallar grad r, grad r2, gmd%. grad f(r), donde r=")/22 - y2 I z2.

r r s 7
Respuesta: =3 2r; = f(r P
13. Demostrar que div (A -+ B)=div 4 +div B.
14. Calcular div#, donde »=xi-yj--zk. Respuesta: 3.
15. Calcular div(4g), donde 4 es una funcién vectorial, y ¢ s una
funcién escalar. Respuesta: ¢ div 4+ (grad g A).
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16. Calcular div (r.c.), donde ¢ es un vector constante. Respuesta: (cTr) .

17. Calcular div B (r4). Respuesta AB.

Demostrar que:

18. rot (cy. Ayt epd3)=cyrot 4,-4corot 4, donde ¢4 y ¢z son constantes.
19. rot (dc)=grad 4 X ¢, donde ¢ es un vector constante.

20. rot rot A=graddiv4—AA4.

2. A4 x grad p=rot (pA4).

Integrales de superficie

22. Demostrar que SS cos (nz) do=0, si o es una superficie cerrada y n
es su normal,

23. Hallar el momento de inercia, respecto al eje Oz, de la superficie
de un segmento de la esfera de ecuacién 22+ y2-}-z%=R% separado por el

2’;" (2R3—3R2H -+ H3).

24. Hallar el momento de inercia, respecto al eje Oz, de una parte de la
superficie del paraboloide de revolucién z%+ y2=2¢cz, separada por el plano

plano z=H. Respuesta:

z=¢, Respuesta: %ic“.

25. Calcular las coordanad%s del centro de gravedad de una parte de la
superficie del cono z24 y’=% z?, separada por el plano z=H, HRespuesta:

s 05 2
0; 0; 5 H.

26. Calcular las coordenadas del centro de gravedad de un segmento de
la superficie de la esfera z2--y?--z2=R?, separado por el plano z=~H.

Respuesta: (0, 0, H-Iz-H) 4

27. Hallar S S [z cos (nz) + y cos (ny) 4z cos (nz)] da, donde ¢ es una super-

a
ficie cerrada. Respuesta: 3 V, donde V' es el volumen del cuerpo limitado
por o.

28. Hallar ES zdrdy, donde § es la superficie exterior de la esfera
s

z24-y2+4-22=R?, Respuesta: % nh3,

29. Hallar s S z8dy dz -t y? dzdx 422 dz dy, donde § es la superficie exte-
8

rior de la esfera z2?-4-y2- 12 =R Respuesta: nR4,
30. Hallar {§ V/271y2%ds, donde S es la superficie lateral del cono
s

2 2 2 2na? Y/ a2+ b2
:—, —g-i-—%-zo, 0z b. Respuesta: ﬂ—V;L .
31. Transformar, segin la férmula de Stokes, la integral }‘ ydztzdy+-=dz.
HRespuesta: — s S (cos a4 cos f+-cos y) ds.
8

Hallar las integrales curvilineas directamente y con ayuda de la férmu-
la de Stokes:
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32. {(y+2)dz4(z+2)dy-+(z+y)dz, donde L es uma circunferencia

22 4-y222=a?, 2+ y+2=0. Respuesta: 0.
33. { 22y3dz+ dy+zdz, donde L es una circunferencia 224 y? = R2, z==0,

o'
Respuesta: -—ﬂ .

Utilizando la férmula de Ostrogradski, transformar las integrales de
superficie en las de volumen:
34 §§ (zcosa+ycosPzcosy)ds. Respuesta: §§§ 3dz dy da.
s 14
35. §§ (#2+y2+2?) (dy dz-+dz dz+dz dy). Respuesta:
s
2§ S S (z-+y -+ z2)dz dy dz.
v
36. {§ zy dx dy+yz dy dz+ 22 dz dz. Respuesta: 0.
§

ou u du
37. S S g dy dz+-@- dz dz +_&? dz dy. Respuesta:

s
9%u o2u d%u
S S S (6:* +6y3 T 622) didyds.
v
Usando la férmula de Ostrogradski, calcular las siguientes integrales:
38. {{ (zcosa-ycosptzcosy)ds, donde S es la superficie de un elip-
s

oz yE g2
soide FJ—ﬁ —l—~c—2=1. Respuesta: 4mabe,

39. SS (23 cos @+ y? cos B4-z% cos y) ds, donde S es la superficie de una
5
esfera 224 y2-:2= R2. Respuesta: l—52 nRS.

40. §§ 2?dy dz-y? dz dx+2% dx dy, donde § es Ja superficie de un cono
s

a y2 e na2h?
—t = 1< i
a2 b2 o2 0 (0 z < b). Respuesta 3

41, SI x dy dz-}y dz dz-+z dz dy, donde S es la superficie de un cilindro

8
22 y2=a?, —H <Lz << H. Respuesta: 3naH.

c} i 2
42. Demostrar la identidad SS (dzu u
o

au .
ey —a—y-!—) dx dy =S ﬁ-ds, donde C
o

4 5 i du = -
es un contorno que limita el dominio D, y S una derivada siguiendo

la normal exterior.
Solucion.

SS (%+%) dic Ay ‘ —Ydn i X d;,::S [—Y cos (s, x)+ X sen (s, 2)] ds,
D ¢ ¢

donde (s, z) es el 4ngulo formado por la tangente al contorno C y el eje Oz,
Si designamos por (n, z) el angulo formado por la normal y el eje Oz,



252 Integrales curvilineas e integrales de superficie

entonces sen (s, z)=cos (n, =), cos(s, )= —sen(n, ). Por consiguiente,
S S i‘;—gﬂ) dz dy = S [X cos (n, z)+Y sen (n, z)] ds. Poniendo X =22 |
2 dz ay J dx

- , obtenemos:
dy

S S (%‘I"%) dz dyzs (% cos (n, z]+-g~g-aen(n, z)) ds
D c

3 (?—3+3—:‘%) azdy = 2 i,
2 (]

A @?u 9%u
La expresién 6?4- 7

43. Demostrar la identidad (asi llamada férmula de Green)

S i S (vAu —uAv) dr dy dz = SUS (u g—:—u%) da,

donde u y v son funciones continuas que tienen derivadas continuas hasta el
segundo orden en el dominie D.

Los simbolos Au y Av significan:
@u 2w | a2 a% | 3%
Btogpta: A=gtagrta:

se llama operador de Laplace.

Au=

Estas expresiones se llaman operadores de Laplace en el espacio.

Solucién. En la férmula

S§S S+t 5 ) ax ay dz= { § (X cos (n, 1)V cos (n, 1)+ Zcos (n, 1) do
o

pongamos que
X =vu,—uv,
Y =vuy,—uvy,
Z=vu;—uv,.
Entonces

oX  adY a8k - » ” " "
W-f-?;-}“_&s_:v (u.xx'l'u;y'}'uzz)_“ (I’Jx:__+vyv +Uu) =vAu—ulv,

X cos (n, z)+Y cos(n, y)4-Z cos(n, z)=
=v (u} oS nx--uy, €08 ny +u; oS nz) — u (v} cos nz vy o8 ny+-v; COS nz)=

~ " on Fre

Por tanto,

SSS (vAu—uAu)dxdyd;::SS (vg_:'—“'g%) do.
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44. Demostrar la identidad
du
S S S Audzdydz= S S -a—ndu,
v g

9 d2u
Fa-z——t-—a-ﬁ (operddor de Laplace),

Solucién. En la férmula de Green deducida en el ejemplo anterior ponga-
mos v=1. Entonces Av=0 y obtenemos la identidad mencionada.

45. Si u(x, y, z) es una funcién arménica en cierto dominio, es decir,
una funcién tal que ¢n cualquier punto de este dominio satisface a la ecuacidn
de Laplace

2u
donde Au= o -+

2 | 9u | %u
az? + ay? + az2 =0,

du
S S Hda:O.

entonces

a
donde o es una superficie cerrada.

Solucién. Se infiere directamente de la férmula dada en el problema 44.
46. Sea u (=, y, z) una funcién armoénica en cierto dominio V y supongamos

ue en el dominio V se encuentra una esfera ¢ con el centro en el punto
(24, ¥4, z;) ¥y el radio R. Demostrar que

1
u(zg, ¥y, 31)=m SS u da.

a

Solucién. Examinemos el dominio Q limitado por dos esferas o, o de
radios R y F (p<C R) con centros en el punto M (zy, y,, z;). Apliquemos a este
dominio la férmula de Green deducida en el problema 43, designando con u
Ia funcién arriba indicada y con v, la funcién

1 1

T VeE—n)F—ur Gz
a2y

Realizando la derivacion directa y sustitucién nos convencemos que v +
T
d%v

2
-+ ETl + %z-z— =0. Por consiguiente,

1
o
1 du r
SS (T on % on )d0=0,

9+0

SES (':‘ %—uigfi)doq- {§ (% g_:_uigél) oo

o

En las superficies o y o la magnitud % es constante (% ¥ l) y por eso-
puede ser sacada fuera del signo de la integral. En virtud de la respuesta
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obtenida en el prohlema 45, tenemos:

SS—du 0; iS Loy wor
pJd on

Por tanto,
-—SS dc+SS do=0,
g
pero,
1 1
(7)) 2(3) 1
on . ar  re-
Por eso
+SSu%d0—SSu———ds=0
o

pi—,zSSuda=—SSudo (1

Apliquemos el teorema de la media a la integral del segundo miembro:
1 ’ *
Fssudg=LﬁpﬁMSSdu_ )

o o

donde u(E, m, {) es el punto sobre la superficie de una esfera de radio p
y centro en el punto M (zy, yy, 5y).
Hagamos que p tienda a cero; entonces u (&, 1, {)—u (zy, 1, %1):
1 4mp?
p—.z S da -’p—’l = 47T,
[
Por consiguiente, cuando p — 0, obtenemos:

T’Ef S S udo—- u(zg, VY4, 31) 4.

a

Luego, puesto %na el primer miembro de la igualdad (1) no depende de p,
entonces para p—- 0, obtenemos definitivamente:

‘pr S'S u do==4nu (zy, Yy, 24)

a

i
u (g Yo 2)=7m SS u da.
o



CAPITULO XVl

SERIES

§ 1. SERIE. SUMA DE UNA SERIE
Definicion 1. Sea dada una sucesién infinita de nimeros *)

i Uy, Ugy Ugy ooy Uy o v s
La expresion
ul"E‘Uz+U3+-..+un’£‘-.- (1)
se llama serie niimerica. Los niimeros ug, #sy . .. Up, ...se Haman
términos de la serie.

Definicion 2. La suma del nimero finito de los n primeros térmi-
nos de la serie se llama n — ésima suma parcial de la serie:
Sp =+ U+ ... U
Examinemos las sumas parciales:

ne

S = Uy,
Sy = Uy + Uy,
S3 = Uy -+ Uz -+ Ug,

So = Uy + U Uz oL Un.
Si existe un Iimite finito

s= lim s,,

n—+co

entonces, éste se llama suma de la serie (1) y se dice que la serie
converge.

Si lim s, no existe (por ejemplo, s, —> co para n -» o0), entonces

N —+ oo
se dice que la serie (1) diverge y no tiene suma.
Ejemplo. Examinemos la serie
atag-tagi4. .. +agti4 ... (2)

*) Una sucesion se considera dada, cuando se conoce la ley que permite
calcular cualquier su término u, para n dado.
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Es una progresién geométrica con primer término a y razén g (a + 0).
La suma de los n primeros términos de la progresién geométrica (para
q 1) es igual a:

2=
&= =3
6
- o
Sn—i_q 1—4‘
1) Si |g| <1, entonces ¢g" — 0 cuando n —co y, por consiguiente,
lim sp=lim ({2 — ) = °
fi—+oo “_Moo 1—gq¢ 1—¢ {—g¢°

Esto significa, que si | ¢ |< 1, la serie (2) converge y su suma es

a
-

2}“Si lg| >1, entonces |g"|—co cuando n-»co y, por tanto,
a—aqg

= — 4+ o0, cuando n—-co, es decir, lims, no existe., De este modo,
Lo N-+00

cuando |g| >1, la serie (2) diverge.
Si g=1, la serie (2) tiene la forma

atatai...
En este caso s, =na, lim s, =co, es decir, la serie diverge.
MnN-+00
4) Si g= —1, la serie (2) toma la forma
a—ata—a-...

En este caso

0, cuando n es par

a, cuando n es impar.

Por consiguiente, s, no tiene limite, la serie diverge.

De este modo, la progresién geométrica (con el primer término diferente

de cero) converge solamente cuando el valor absoluto de la razén de la pro-
gresion es menor que 1.

&p =

Teorema 1. Si converge la serie, oblenida mediante la supresién
en (1) de algunosde sus términos, entonces converge también la serie dada.

I'nversamente, si converge la serie dada, entonces converge también
la serie obtenida mediante la supresién de algunos de sus términos.
En otras palabras, en la convergencia de la serie no influye la supresién
de un niumero finito de sus términos.

Demostracion. Sean s, la suma de los n primeros términos de la
serie (1); ¢4, la suma de los k& términos suprimidos (notemos, que
cuando n es suficientemente grande, todos los términos suprimidos
se contienen en la suma s,); 0,_x, la suma de los términos de la serie
que entran en la suma s,, pero no entran en la c¢;. Entonces tenemos:

Sn = €x + Opon,y
donde ¢, es un nimero constante que no depende de n.
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De la Gltima relacién se deduce que si existe lim o,_,, entonces

Tl —+ 0o

existe también lim s,; si existe lim s,, entonces existe también
n -+ 00 n-—+o0
lim o0,_, ¥y queda asi demostrado el teorema.

n =+ 00

Concluyendo el parrafo, indiquemos dos propiedades elementales
de las series.

Teorema 2. Si la serie

@ +ay+4 ... 3
converge y su suma es igual a s, entonces la serie
cay + ca» - ..., (4)

donde ¢ es un niimero arbitrario fijo, también converge y su suma es
igual a es.

Demostracién. Designemos por s, la n — ésima suma parcial de
la serie (3) y por g,, la suma parcial de la serie (4).
Entonces:

O, =cay+ ... +eca, =c(a,+ ... 5 a,) = cs,.

De aqui es evidente que el limite de la rn-ésima suma parcial de la
serie (4) existe, puesto que

lim o, = lim (es,) =¢ lim s, = ¢s.

n-+co n-voo n-+co
Por tanto, la serie (4) converge y su suma es igual a cs.
Teorema 3. Si las series
ﬂ:‘l‘az 4= & e {5)

TR I O R (6)

convergen y sus sumas son iguales a s y s, respectivamente, entonces
las series

y

(@ + by) + (@2 + by) + ... O]
(ar — b)) + (@2 — by) + . .. 8)

también convergen, y sus sumas son iguales a s - s y s — s, respectiva-
mente.

Demostracién. Demostremos la convergencia de la serie (7).
Designemos su n-ésima snma parcial por o,, v las n-ésimas sumas

parciales de las series (5) y (6) por ;,, Y Sp, respectivamente, y obte-
17-538
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nemos:
Gl:=(ﬂ:+ b]] '+' —_— + {{I” + b"):
=2+ ... +a)+ i+ ... + b)) =5 + 5.

Pasando en esta igualdad al limite, cuando n — oo, obtenemos

lim o, == lim (5, 4 §,) == lim 5, 4+ lim s, = s+ s.
1o ne Hov N =

De este modo, la serie (7) converge y sn suma es igual a 5 s,
De una manera semejante se demuestra que la serie (8) lambién

converge v sn suma es igual a s — s.
Se dice que las sevies (7) v (8) son obtenidas mediante la adicion
o In sustraccidn, respectivameunte, término a término, de las series

®) vy 6).

§ 2. CONDICION NECESARIA
DE CONVERGENCIA 1'E UNA SERIE

En el estudio de las series, uno de los problemas principales es el
de la convergencia o de la divergencia :lc la serie dada. A continna-
cidon establezcamos los criterios suficientes. a base de los cuales se
puede resolver este problema. Ahora examinemos nn criterio nece-
sario para la convergencia de una serie, es decir, establezcamos la
condiciéon, cuyo incumplimiento significa que la serie diverge.

Teorema. Si una serie converge, entonces su n-ésimo término tiende
a cero, cuando n crece indefinidamente.
1

Demostracion. Sea la serie wy - wa — 1a - ... o, — ...
convergente, es decir, tiene lugar la ignaluad lim s, — s, donde

T — o0
s es la suma de la serie (o sea, un nimero finito fijo), pero entonces
tenemos la igualdad lim s,_y = s, puesto que cuando n —» oo, Lam-

T — 00
bién (n — 1) — co. Sustrayendo término a término la segunda ignal-
dad de la primera, obtenemos:

lim s, — lim s, ;=0

6 n=+*x =+
lim (8,, _3n—i) =0.
n-—+oo

Pero,

Lo Sp — Spoy = Up.
Por consiguiente,
lim u, =0,

n-+oo

lo que se trataba de demostrar.
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Corolario. Si el n-ésimo término de la serie no tiende a cero, cuando
n — oo, la serie diverge.
Ejemplo. La serie

1 2,3 n
b SR SR i o

diverge, puesto que

1
limup = lim (-0 ) SE
'n:ounuﬂ n-soe \21-f1 2 +

Subrayemos que el criterio analizado es sélo indispensable,
pero no es suficiente, es decir, de lo que n-ésimo término tiende a cero
no se deduce obligatoriamente que la serie converge (la serie puede ser
también divergente).

1

Por ejemplo, la llamada serie armdnica 1—|—~1—-[-%—i——4~+

2
s —]—-1——}- ... diverge, aunque lim u,=-1im 1 = (.

Ti=400 Ti-r00 n
Para demostrarlo, escribamos mas detalladamente la serie armé-
nica:

1,011 1, 1,1 1
1+E+‘§+"Z+E+E+‘f‘1—‘g+
N ———— e —_—

1 1 1 1 1 1 1 1 1
+:§+1_0+H+1_2+1_3+1?+1"§+1Ti+1_?+ sy (1)

Escribimos, luego, una serie auxiliar:
f—'ﬁ_\

—
1 1 1 1 1 1 1
1+—2“+z+-4*+§+§+‘8'+§+

16 sumandos
i

1 f 4 4. 4 & 4 .4.7 1
ettt ettt tet tat

(2

La serie (2) se forma de modo siguiente: su primer término es

igual a 1; el segundo, a 1/2; el tercer y cuarto son iguales a 1/4;

los términos a partir del quinto hasta el octavo son iguales a 1/8;

los términos desde el noveno hasta el 16 son ignales a 1/16; los tér-
minos desde el 17 hasta el 32 son iguales a 1/32, etc.

Designemos por sy’ lasuma de los n primeros términos de la serie

arménica (1) y por s, la suma de los n primeros términos de la
serie (2).

+

17*
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Puesto que cada término de la serie (1) es mayor que el corres-
pondiente término de la serie (2) o es igual a éste, enlonces, para
n = 2, tenemos

gPrsss B, 3)
Calculemos las sumas parciales de la serie (2) para los valores
de n, iguales a 21, 22, 2824 2%

m=t4g=141y,

1 1 1 1
s=1++ +( + 4)=1+§+5=1+2.§,

1 1 1 1 { 1 1 1
ss:'1+§+(71 +71)"}'(§+§+§ §)=1+3‘§.
1 1 1 1
‘w=1+-“,z+(7;+71)+( q) (u,+ +1h)
4 sumandes 8 sumandus .
Ao—
el 2
1 1 1 i 1 1 1
sp=1-+ 3 =+ ("4- 4 _j.l') + ('8“ v g) -+ (1_h T 1_!_1) +
R AT 8 sinandee

: i
+("iz"* +32)_1+" 2

N o,

16 sumandos

del mismo modo se calenla que s:6 = 1 + 6.1/2, 597 = 1 - 7.1/2,
y, en general, soh — 1 - k.1/2,

Por consiguiente, las sumas parciales de la serie (2), para k sufi-
cientemente grande, pueden ser mayores que cualquier nimero
positivo, es decir,

lim 5% = oo,
koo

pero, entonces, de la relacion (3) se deduce que también
lim s = oo,

n—*

es decir, la serie armoénica (1) diverge.
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§ 3. COMPARACION DE LAS SERIES
CON TERMINOS POSITIVOS

Sean dos series con términos positivos:
wytuptus+ ... fFu4 ..., (1)
U T s SIS /S (2)

Pura éctas son véilidas las siguientes afirmaciones.

Teorema 1. Si los términos de la serie (1) no son mayores que los
términos correspondientes de la serie (2), es decir,
Uil Yy (=102 5 ), (3)
y la serie (2) converge, entonces la serie (I) también converge,

Demostracion. Decignemos por s, y o,, respectivamente, las
sumas parciules de las series primera y segunda:

T mn
1
= Du, o=
| =1
De la condicién (3) se deduce que
| 0 T _ @
Puesto que la serie (2) converge, entonces existe el limite o de
su suma parcial
lim o, =o.
n—co
Puesto que los términos de las series (1) y (2) son positivos, tene-
mos 0, << o; entonces, en virtud de la desigualdad (4)
S < @.
Asi, hemos demostrado que las sumas parciales s, estdn limitadas.
Nolemos que cuando n crece, la suma parcial s, también crece; al
mismao tieumpo, del becho de que la sucesién de las sumas parciales
esta limitada y crece se deduce que ésta tiene un limite *)
lim s, =s,
n—.o
y es evidente que
sL 0,
Basindose en el teorema 1, se puede juzgar sobre la convergencia
de algunas series,
Ejemplo 1. La serie

1 1 1 1
It gttt -tmmt

*) Para convencerse de que la variable s, tiene un limite, recordemos un
criterio de existencia del limite de una sucesién (véase § 5, cap. 11, tomo I):
«si la variable es creciente y acotada, entonces ella tiene un limites. En el caso
dado, la sucesién de las sumas s, estd limitada y crece, por consiguiente, ella
tiene un limite, es decir, la serie converge.
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converge, puesto que sus {érminos son menores que los términos correspon-
dientes de la scrie

tao gt alda

e gmtmlm

Pero, la dltima serie converge puesto que sus términos, a partir del segundo.
forman una progresion geomdétrica de razon 1/.. La suma de esta serie es

1 .
igual a 1-,7. Por consiguiente, en virtud del teorema 1, la serie dada tam-

blel’l CONVerge y su suma no supera a |

t-i -

Teorema 2. Si los términos de la serie (1) no son menores que los
términos respectivos de la serie (2), es decir
uﬂ "‘} !A‘H? (5)
y la serie (2) diverge, entonces la serie (1) también diverge.
Demostraciéon. De la condicion (5) se deduce que
S —} Gu' (ﬁ:'
Como los términos de la serie (2) son posilivos, entonces su suma
parcial g, crece, al aumentar n, y como la serie diverge, entonces:
lim 0, = 00,

o
Pero, en virtud de la desigualdad (6)
lim s~ oo,
H—oD
es decir, la serie (1) diverge.
Ejemplo 2. La scrie
vy ol +—_+
v Vi
diverge puesto que sus términos (a partir del segundo) son mayores que los
términos correspondientes de Ia serie armonica
1 1
14 '—=:----+—n-+---'
la cual, como es =abido, {h\'l‘rge.

Observacién: Los dos criterios demostrados (leoremas 1 y 2)
son validos solamente para las series con términos positivos. Ellos
quedan en vigor también para el caso, en que algunos términos de
la primera o segunda serie son 1guales a cero. Sin embargo, estos
criterios dejan de ser validos, si entre los términos de la serie hay
numeros negativos.

§ 4. CRITERIO DE D'ALEMBERT
Teorcma (Criterio de d’Alembert). Si en una serie con términos
positivos
o+ owsciuz oo Uy (1)
la relacion de (n-|-1)-ésimo término respecto al n-ésimo cuando
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n — oo, tiene un limite (finito) I, o sea,

e Upgy
}:f: Un . (2)
enlonces:
1) la serie converge cuando | << 1,
2) la serie diverge cuando | > 1.
(Cuando ! = 1, el teorema no da la respuesta sobre la convergencia
o divergencia de la serie).

Demostracién. 1) Sea /< 1. Examinemos el niimero ¢ que satis-
face a la correlacién ! << ¢ << 1 (fig. 342).

q-! g-!
- 5 . ) z
0 Lt g f
Uy

Fig. 342

De la definicién del limite y de la relacion (2) se deduce que
para todos los valores n, a partir de cierto nimero N, o sea, para
n> N, tiene lugar la desigualdad

Uy
$<q_ @)
Un

En efecto, como la magnitu tiende al limite 7, la dife-

d Uniy
u,

n

. § u
rencia entre la magnitud %”—

‘.
nimero N) se puede hacer menor, en valor absoluto, que cualquier
nimero positivo, en particular, menor que g—/, es decir,

y el nimero ! (a partir de cierto

Upyq
Cun

De la ultima designaldad se deduce la desigualdad (2"). Escri-
biendo esta desigualdad para diferentes valores de n, a partir
del nimero N, obtenemos:

-—l|<q-—l.

Ny gy << Qy,
Un o< QUn4q<< G Un, (3)

Examinemos ahora dos series:
wtuytug4 ... FusFusigFunia oL, (1)
un + qun + Gux + ... (1)
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La serie (1") es una progresion geométrica con razon positiva
g << 1. Por consiguiente, esta serie converge. Los términos de la
serie (1), a partir de uy.q, son menores que los términos de la
serie (1’). Segin el teorema 1, § 3 y el teorema 1, § 1, deducimos que
la serie (1) converge.

2) Sea [ > 1.

Unyy

Entonces, de la igualdad 1im =1 (donde [/>>1) se deduce
n-—+00 n

que a partir de cierto numero N, o sea, para n> N, tiene lugar
-1 -

_/-“-‘\;/‘-_“\_
0 f%ﬁ!l

Fig. 348

B (fig. 343), 6 up,, >u, para todos los n > N.
Pero esto sngmhca que los términos de la serie crecen, a partir
del namero N--1, y, por eso, el término comln de la serie no
tiende a cero. Por consiguiente, la serie diverge.

la demgualdad

Observacion 1. La serie divergird también, cuando lim L’;*'
Ti—+ 0 113
C . U . .
Esto se deduce de que si lim —J—”—: oc, entonces, a partir de cierto
—+00 n

nimero r= N, tendra lugar la desigualdad :" >1, 6 Upyy > Un-

n
Ejemplo 1. Estudiar la convergencia de la serie

5 1 y 1
st eaatrmaamtr

Solucidén. Aqui tenemos:

wn 1
LI P PR

1 1 1
=l

T u"+l=i-2-...-n(n—i—l):[n—i-i}!:

Por consiguiente,

lim 4254 _ J{m —-ﬁ—i-ao< 1.

n—oo Un
La serie converge.
Ejemplo 2. Estudiar la convergencia de la serie

2 , 28 28 an
T+T+T+... +';‘-+-.‘
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P . _2“ . _ 2“"'1 . Uniq _n n .
Solucién. Aqui tenemos: Up=—ri Uny1= Al Uy mL T
Un4q i
1im = lim 2 =2>1.
s oo n-.-I:r "'f’i 4

La serie diverge y su término comin u, tiende al infinito.

Observacién 2. El criterio de d'Alembert da la respuesta de que
una serie positiva dada converge o no, sélo en el caso en que

lim — Unt existe y difiere de 1. Si este limite no existe o existe,
n—+00 n
pero lim Unts
Ti=+00
bert no permite establecer que la serie converge o diverge, puesto
que, en este caso, la serie puede resultar tanto convergente, como
divergente. Para solucionar el problema sobre la convergencia de
semejantes series es preciso aplicar otro criterio.

: Do U 2
Notemos, sin embargo, que si lim —*' =1 y la razon
T—+00 i1 n

para todos los niimeros n, a partir de cierto nimero, es mayor que 1,

es igual a 1, entonces el criterio de d'Alem-

Uyyyq

Uniy

la serie diverge. En efecto, si =1, entonces i =>u, y el

término comin no tiende a cero, cuando n—> oo.
Estudiemos los ejemplos que ilustran lo enunciado mds arriba.

Ejemplo 3. Analizar la convergencia de la serie

1 2_1_3 n
PR Z+"’+n+l+"'
n--1
2.1 9n-
Solucidn, Aquf lim 284t m igm 2 H2_ jym 223041, gy o) caso
n—oo Hn n—oo N oo A2 20
741
dado la scrie diverge, puesto gque """ >1 para todos los n: :“ =
n
n3-t 2n 41
T Thff2n 21

Ejemplo 4. Aplicando el criterio de d'Aleiubert para la serie arménica
I 1
1‘.—-5—‘1-?-%---4--!;-%---.

', por consiguiente,

1 1
notemos que un:?. ““+‘=}1—]——1‘ ¥,

Un.iy n

lim = lim =4,

n-rea  Un nseo 1
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Asi, basandose en el eriterio de d'Alembert, no podemos determinar, si la
seric dada converge o diverge. Pero antes hemos definido por otro procedi-
miento, que la seric armonica diverge.

Ejemplo 5. Analizar la convergencia de la serie

N
2TE3TFET a1y T
Solucion. Aqui,
w1 B 1
n= n [“_I.' —‘—'1) 1 h‘.!‘li’I ._{__-____H-}-‘,l}{ﬂ-} 2) .

cn ney g A(rl) g -
o e T e

Basindose en el criterio de d'Alembert no podemos determinar nada
respecto a la convergencia de esta serie, pero, partiendo de otras consi-
deraciones, se puede definir que la serie converge. Al notar que

1 - 1
n(ni1) n  n-td

"

podemos escribir la serie dada en la forma siguiente:

{ 1 1 1 1 1 1 1
3 AV e e [ ——— ] +
(+-2)+-3)+(s R = R
Después de abrir los paréntesis y hacer la reduccion, la suma parcial

de los n primeros términos serd igual a
I

L

Por consiguiente,

. 1
lim s, = lim (lum) =1,

=00 Mn—o00

es decir, la serie converge y su suma es igual a 1.

§ 5. CRITERIO DE CAUCHY
Teorema (Criterio de Cauchy). Si para la serie con términos
positivos
g+ wy Fug 4 oo AUy Ao (1)

. . n o . - 3 . - *
la magnitud Y u, tiene un limite finito | cuando n — oo, es decir,

lim Vu, =1,
n—+o0
entonces:
1) si 1 << 1, la serie converge,
2) si | =1, la serie diverge.
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Demostracion. 1) Sea ! << 1., Examinemos el nimero ¢ que
satisface a la desigualdad [ << q << 1.
A partir de cierto nimero n = N, tiene lugar la relacién

Vg —l]<q—1;

de donde se deduce que

Via<g

n
Nn<q
para todos los n > N,
Ahora examinemos dos series:

Uyt uztuz+ oo Uy UnpgF U L (1)
R S AR Y A R (1)

La serie (1") converge puesto que sus términos forman una
progresion geométrica ‘decreciente. Los términos de la serie (1),
a partir de uy, son menores que los términos respectivos de la
serie (1°). Por consiguiente, la serie (1) converge.

2) Sea I = 1. Entonces, a partir de cierto nimero n — N,
tenemos:

Vg >1

u, > 1.

Pero, si todos los términos de la serie examinada, a partir de uy,
son mayores que 1, la serie diverge, pueslo que su término comin
no tiende a cero.

Ejemplo. Estudiar la convergencia de la scrie
1 242 3 3+ n n
3+ (3) +(7) ++ (F5)
Solucién. Aplinquemos el criterio de Cauchy:

¥ R
(om— [ n \m_ o n 1
Yim Y= lim )/ (1) = M e <t

La serie converge.

Observacion. Igual que en el criterio de d'Alemberl, el caso de

i ¥ e Pt

o
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exige un estndio adicional. Entre las series que satisfacen a esta
condicién, pueden encontrarse tanto convergentes, como divergentes.
Asi, para la scrie armoénica (que, como es sabido, diverge) tenemos:

i B 1 1
lim |/un = lim — =1,
L= n—-ou I
—
Para asogurarse de esto, demostremos que lim In 1/!1. = 0.
- o0 ]
Efectivamente,
s
5 1 : —Inn
lim In ]/—: lim ——— .
= n n=eoo n

Aqui el pumerudor y el denominador de la fraccién tienden al
infinito. Aplicando la regla de I'Hospital, hallamos:

1

Y/ 1 n
. . —Inp . n
lim lul/—-:= lim ———— = lim ={.
n—oo n n-ro n I |

" 1 _li.’_ l )
Pues, lnl/tn——;-(). pero enlonces: ‘ ok 1, es decir,

7

lim % ==,
Para la serie
1 1 1 1
1 ¥ 2 -1—?+ - g n* i o

también tiene lugar la igualdad

— Ui w ST n a2
lim Vu,. = lim ﬂ: lim ]/-1— ]/1—= ;
n® n n

n—oo n—roo n--o0

pero esta serie converge, puesto que, si suprin.imos el primer tér-
mino, los términos de la serie obtenida serdn menores que los
correspondientes términos de la serie convergente

1

n(n-{—i)+

1 1
r1-_2+2_-§+ e +

(véase el ejemplo 5, § 4).
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§ 6. CRITERIO INTEGRAL
DE CONVERGENCIA DE LA SERIE
Teorema, Sean los términos de la serie
Uy U+ ug+ oo F U+ .. 1)
positives y no crecientes, es decir,
u1>U2>Ug> PR T
y sea f (1) una funcién continua no creciente tal gue
F()=u; [2)=uy ... /(") = . (2

En este caso son vilidas las siguientes afirmaciones:
1) si la integral impropia
§1(2)da

converge (veéase § 7, capitulo X1, tomo 1), es convergente también
la serie (1):
2) si esta integral diverge, es divergente también la serie (1).
Demostracion., Representemos los términos de la serie geomé-
tricamente, marcando en el eje de abscisas los nimeros de los térmi-

\y L

g 0
Fig. 345
nos de la serie1, 2. 3 ... n,n- 1, ..., yven el eje de ordenadas,
Yos valores correspondientes de los términos de la serie 1y, s, . . .

ere o Ugyowoa oy (iR S44).
Tracemos en la misma figura la grifica de la funcién continua
no creciente
y = f(I)l

que salisface a la condicion (2).

Examinando la figura 344, notamos que el primer de los rectingu-
los construidos tiene la base igual a 1, y la altura f (1) = uy. Por
consiguiente, el drea de este rectangulo es wy. El area del segundo
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rectingulo es u., ete.; por fin, el irea del altimo (n-ésimo) de los

rectangulos construidos es u,. La suma de las dreas de los rectangulos

construidos es igual a la suma s, de los n primervs términos de la

serie. Por otra parte, la figura escalonada formada por estos rectangu-

los comprende un dominio limitado por la curva y = f () y las

veclas x 1, r = n 4+ 1, y = 0; el drea de este dominio esigual
n-kq

bl E f (x) dx. Por consigniente

1
nri

5> § I dr (3)
i

Analicemos ahora la figura 345. Aqui, el primer (izqnierdo)
de los rectangulos construidos tiene la altura u,; por tanto, su drea
es también u,. El drea del segundo rectangulo es u,, ete. El drea
del altimo de los rectangulos construidos es wu, 4. Por consiguiente,
la suma de las areas de todos los rectingulos construidos es ignal
a la suma de Lodos los términos de la serie, a partir del segundo
hasta el (r 4+ 1) — désimo, es decir, es igual a s, ; — u;. Por otra
parte, como es ficil ver, la figura escalonada formada por ostos
rectangulos, estd comprendida en el interior de la fig ra
enrvilinea limitada por la curva y = f(2) y las rectas z — 1,
&= n -1,y 0. Ll drea de esta figura curvilinea es igual a

n I 1
V' f(z)dr. Por consiguiente,
1

n !—l
Spiyg— Uy § f(a)dx,
1

de donde
n-t1

Sntd = 3 f{r)d?"—}—u. {4)

Ahora analicemos ambos casos.

o

1. Supongamos que la integral §f(z)dr converge, es decir,
1

tiene un valor [inito.
Puesto que
n1

§ [(@)da< {j(2)dr,
1 1
entonces, en virtud de la desigualdad (4) tenemos:

Sn<sn!-1<-‘.f(r}dr+u]-
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es decir, la suma parcial s, queda limitada para todos los. valores
de n. Pero, al aumentar n, ésta crece, puesto que todos los térmi-
nos u, son positivos. Por consiguiente, cuando n — oo, 5, tiene
un limite finito:

lim s, =3,

n=eoc

es decir, la serie converge.
L -]

2. Supongamos, también, que § f()dz = co. Esto significa que
i

n-
S f(zydz crece indefinidamente al aumentar r. Pero entonces,
i
en virtud de la desigualdad (3), s, también crece indefinidamente
al aumentar 7, es decir, la serie diverge.
De este modo, el teorema queda completamente demostrado.
Ejemplo. Analizar la convergencia de Ia =erie
e v
FrEetsmte T
Solueién. Apliguemos el criterio integral, poniendo ;'(x)=i%-‘. Esta fun-

cion salisface a todas Jas condiciones del teorema. Anmalicemos la integral

. 1 . 1 ]
N S £ .'\.‘___ A vt i i
\‘ dr =0 e |1 i—p (¥i=t— 1) para p 5= 1,
o b li |t\, = ¥ para p-:1.

1
Hagamos que ¥ tienda al iofinito ¥ estudiemos la convergencia de la integral
impropia en diferentes easos, Partiendo de esto, podemos juzgar de la conver-
gencia o divergencia de la serie para diferentes valores de p.

oo

L | . . o :
S5 p>=, S % p—1"' es decir, la integral es linita v. por consi-
& —
1

ar

; ; : da ; i e
guiente, la serie converge; =i p< |, g - = la integral e= iniinita, la
J

o . s . "
— -oo, la integral es infinita, la serie diveyge.

seriv diverge; siop=1, -

—C g

Seialemos ¢que ni el criterio de 'Alembert, ni el de Cauchy, examinados
mas arriba, resuclven la cuestion respecto a la convergencia de esta serie,
puesto que

" M " n P
lim =25 o bim (—--) =1,
nvwo Un n-soa L A-i-1

S R Ve oy
Hm oy wp = lim '/ E;:-Ilm (1, :) s M =1,

Ti-»20 T s00 n-—son
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§ 7. SERIES ALTERNANTES. TEOREMA DE LEIBNIZ

Hasta ahora hemos estudiado las series cuyos términos son
positivos, En el pdirrafo presente examinemos las series cuyos
términos son alternativamente positivos y negativos, es decir,
las series de la forma

Uy — U + Uz — Uy + ...,

donde w4y, sy ..., Uy, ... SO0 positivos,
Teorema de Leibniz. Si una serie alternante
g — Uy + ug —uy+ ... (g, =>0) (1)
es lal que sus términos
T TP T 2)
y
lim u, =0, (3)
n=—+oo

entonces, la serie (1) converge, su suma es positiva y no supera el primer
término.

Demostracién. Analicemos la suma de los n = 2m primeros
términos de la serie (1):

Sam = (uy — u2) + (g — wa) + . .. A+ (@amot — Uzm).

De la condicién (2) se deduce que las expresiones entre los
paréntesis son positivas. Por consiguiente, la suma s,,, es positiva,
Sy, = 0, y crece, con el aumento de m.

Escribamos ahora esta misma suma de modo siguiente:

Som = Uy — (Ug — ug) — (W4 — us) — . ..
cow — (Uapos — Ugm_1) — Uz
En virtud de la condicién (2), cada una de las expresiomes entre
paréntesis es positiva. Por eso, al restar del nlimero u, las magnitudes
encerradas entre paréntesis, obtenemos un nimero menor que uy,
es decir,
Sam << Uy,

Por consiguiente, hemos determinado que, al aumentar m,
§», crece y estd limitada por arriba, De esto se deduce que s,
tiene un limite s:

lim s, =3,

m-+0oo
siendo
0 << s << uy.
Sin embargo, la convergencia de la serie todavia no estd demostrada;
hemos demostrado solamente que la sucesion de las sumas parciales
«pares» tiene como limite el nimero s. Ahora demostremos que las
sumas parciales «impares» también tienden al limite s.
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Examinemos, para esto, la suma de los n = 2m - 1 primeros
términos de la seric (1):

Som 41 = Sapm T Uy 41-
Como, segin la condicion (3), 1im wua,,+; = 0, tenemos
TH=%xs
lim s y= 1im sy, -+ 1im tayq = lim Sy =s.
meroo =00 m-soe m—so0

De este modo hemos demostrado que lim s, = s tanto con n par,

M~ oo
como con n impar. Por ‘consiguiente, la serie (1) converge.

- S = L —

g

’ ‘L- |

1 l-‘- o us—-

[

5 & & O S5 S Sty
Fig. 346

Obscrvacidn 1. El teorema de Leibniz se puede ilustrar geomé-
tricamente de maodo giguiente, Marcaremos en una recta numérica
las sumas parciales (fig. 346):

§§ = Uy, Sp = Uy — Un == § — Usy 83 = 8y - U3, &, = §3 — Uy,
§5 = § + us, ele,

Los puntos que corresponden a las sumas parciales, tienden
a cierto punto s que representa la suma de la serie. Al mismo tiempo
los puntos que corresponden a las sumas parciales pares, se cncuentran
a la izquierda de s v los que corresponden a sumas impares, a la
derccha de s.

Observaecion 2. Si la serie alternante satisface a la condicion
del teoremd de Leibniz, no es dificil evaluar el error que se comete,
si se sustituye su suma s por una suma parcial s,. Al efectuar tal
sustituciéon, suprimimos todos los términos de la scrie a partir
de u, .. Pero, estos nimeros forman una serie allernante, cuya
suma, en valor absoluto, es menor que el primer término de esta
serie (es decir, es menor que u, 44). Por lo tanto, el error que se comete
al sustituir s por s,, no supera, en valor absoluto, el primer de los
términos suprimidos,

Ejemplo 1, La serie

18536
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converge, puesto que
1 i
Ni1>5>3

1 .
2) lim up= lim ——=0.
7=+ 00 n—po

La suma de los n primeros términos de esta serie

$ 0 B, 1
5n=1—'?+'3—'—T-‘.—---w—(-—1)“”;

difiere de la suma s de la serie en una magnitud menor que #1—
Ejemplo 2, La serie

i i i
B T N TR

converge, en virtud del teorema de Leibniz.

§ 8. SERIES CON TERMINOS POSITIVOS Y NEGATIVOS.
CONVERGENCIA ABSOLUTA Y CONDICIONAL

Una serie cuyos términos pueden ser tanto positivos como nega-
tivos se llama serie con términos positives y negalivos.

Las series alternantes, examinadas en el parrafo anterior, son,
evidentemente, un caso particular de las series con términos posi-
tivos y negalivos.

Analicemos algunas propiedades de las scries con términos
positivos y negativos.

Pero, a diferencia de lo aceptado en el parrafo anterior, suponga-
mos ahora que los nimeros uy, Uz, . .., 4,, ... pueden ser tanto
positivos, como negativos.

Demos, ante todo, un criterio suficiente, muy importante,
de convergencia de una serie con términos positivos y negativos.

Teorema 1. Si la serie con términos positives y negativos

Fus b oo Fuy ... (1)
es tal que la serie compuesta de valores absolutos de sus términos
Jug |+ 1w+ oo Flual+ .00 (2)

converge, entonces la serie dada con términos positivos y negativos
también converge.

Demostracién. Sean s, y 0, las sumas de los » primeros términos
de las series (1) y (2).

Sean, ademaés, s, la suma de todos los términos positivos y sy,
la suma de los valores absolutos de todos los términos negativos
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comprendidos entre los n primeros términos de la serie dada;
entonces:
S, =8, — Sn3 O, =5 |8

Segun la hipotesis, o, tiene por limite o; s, y s, son las magnitudes
positivas crecientes, menores que ¢, Por consiguiente, ellos tienen
los limites s y s''. De la correlacion s, = s, — s, se deduce que
también s, tiene un limite que es igual a s* — ¢'’, es decir, la serie
con términos positivos y negativos (1) converge,

El teorema demostrado permite juzgar de la convergencia de
ciertas series con términos positivos y negativos. El estudio del
problema sobre la convergencia de una serie con términos positivos
y mnegativos se reduce, en este caso, al anilisis de una serie con
términos positivos.

Examinamos dos ejemplos.

Ejemplo 1. Analizar la convergencia de la serie

sena | sen2a | sen da sen ne

-ttt Fa +oens 3)

n2
donde = es un nimero cualquiera,

Solueion, Examinemos junto con la serie dada, las series

Sen o . | sen 2a sen Jo sen no
T # 5 J+ 5 [+...+ | (4)
y
1,1, 1 1
Jrter gttt (5)

La serie (5) converge (véase § 6). Los términos de la serie (4) no son mayo-
res que los términos correspondientes de la serie (5), por consiguiente, la
seric (4) también converge. Pero, entonces, en virtnd del teorema demostrado,
la serie dada con términos positivos y negativos (3) también converge.

Ejemplo 2. Analizar la convergencia de la serie

cos _;:_ cos 3 -%- €08 5 % cos (2n—1) -:—
3 'I 42 + 33 Pl an +e (6)
Soluci6n. Examinemos, junto con la serie dada, la serie
1 1 1 = 1
TrEtE ettt @

Esta serie converge, puesto que es una progresion geomélrica decreciente

de razdn 1/3. Pero, en este caso, converge también la serie dada (6), puesto

ue sus términos, en valores ahsolutos, son menores que los términos correspon-
ientes de la serie (7).

Notemos que el criterio de convergencia, demostrado més arriba,
es s6lo suficiente para una serie alternante, pero no es necesario:
existen las series con términos positivos y negativos tales que con-
vergen, mientras que las series formadas de valores absolutos de

18+
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sus términos divergen. Es util. por esto, introducir las mnociones
de convergencia absoluta y condicional de una serie con términos
positivos y negativos, y, basindose en estas nociones, clasificar
estas series.

Definicion., La serie con Uérminos positives y negalivos
wy 4w Fugt+ o0 Fuw+ oL 1
se llama absolutamente convergenie, si converge la serie formada

de valores ahsolutos de sus términos:

fug |+ Joe |4+ lus ]+ o0 a4+ ... 2
Si la serie con términos positivos y negativos (1) converge y la
serie (2), formada de valores absolutos de sus términos, diverge,
entonces la serie dada (1) se llama condicionalmente convergente.

Ejemplo 3. La serie con términos positivos y negativos

Rl

§h3 T

es condicionalmente convergente, puesto que la serie formada de valores
absolutos de sus términos es la serie arménica

1 1 1
I45+ghgtoo

que diverge. Pero, la misma serie converge, lo que es ficil comprebar con
ayuda del criterio de Leibniz,
Ejemplo 4. La serie con términos positives y negatives

1 .1 1
d—grtgr—art-

Rt

es absolutamente convergente puesto que la serie forinadu de valores ubso-
lutos de sus términos:

1 i 1
tegrtarta e
converge, como fue establecido en §4.

Utilizando la nocién de convergencia abscluta, podemos formular
el tecorema 1 de modo siguiente: toda serie absolutamente convergente
es una serie convergenie.

En conclusién indiquemos (sin demostracion) las siguientes
propiedades de las series absolutamente convergentes y condicional-
mente convergentes.

Teorema 2. Si una serie es absolutamente convergente, ella queda
absolutamente convergente con cualquier cambio del orden de sus
términos. En este caso, la suma de una serie tal no depende del orden
de sus términos. ;

Esta propiedad no es propia de las series condicionalmente
convergentes,
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Teorema 3. Si una serie converge condicionalmente, entonces,
se puede cambiar el orden de los términos de esta serie de modo lal
que la suma de la nueva serie oblenida sea exaclamente igual a un
ndmero arbitrario A dado de antemano. Mds aiin, se puede cambiar
el orden de los términos de la serie condicionalmente convergente de
modo tal que la nueva serie sea divergente.

La demostracion de estos teoremas sale fuera de los marcos del
presente curso,

Para ilustrar la afirmacion de que la suma de una serie condicio-
nalmente convergente puede variarse al cambiar el orden de sus
términos, examinemos el ejemplo siguiente,

Fjemplo 5. La scrie con términos positivos v negativos

| { i "
I—gtg—g+- ®)

no converge absolutamente. Designemos su suma por s. s evidentle, que
§ >0, Cambicmos el orden de los términos de la serie (8) de modo que des-
pués de un término positive vayan dos términos negativos:

1 1 1 1 1. 1 1 1
l=s—gte—i g tmarma—wT> O
L—— S — ——————

Demostremos que la serie oblenida converge, pero su suma " e¢¢ dos veees

- ; " 1 ;
menor que la suma de la serie (8), es decir, es igual a — s, Designemos por

8n ¥ &, las sumas parciales de las series (8) ¥ (9). Examinemos la suma 3k
de términos de la serie (4):

e (1=4=2) 1 (A=) (b ) -
=)+ e (=) -
(

‘1'—%)'5 'L(E‘f.-j-—r'“zif)]:

Por conziguiente,
lim 5, =l %vs.“, :..—1,1_
k-roo oo =
Lotegn,

’ . , 1 1
Yo s Mim (o5 ) = o

B Ly gemgs bl
I 8'gpyn=: hl'::: Sse b Ok GkL3) TS

h—son



278 Series

De este modo, obtenemos:
1
i Vet 1
lim s —=s"— 5 S
Tn—+00

Pues, en este caso la suma de la serie se ha cambiado después de la permu-
tacion de sus términos (se ha reducido en doble).

§ 9. SERIES DE FUNCIONES
-

La serie u; -} uy e uy ot ... se llama serie de funciones,
si sus términos son funciones de z.
Examinemos una serie de funciones:

wy (x) & ow (2) 4oy ()4 o, (X)L (1)

Dando a x determinados valores numéricos, obtenemos dilerentes
series numéricas que pueden ser tanto convergentes, como divergentes.,

El conjunto de los valores de x, para los cuales la serie de funcio-
nes converge, se llama dominio de convergencia de esta serie,

Es evidente, que en el dominio de convergencia de una serie de
funciones su suma es cierta funcion de z. Por eso, la suma de la serie
de funciones se designa por s (z).

Ejemplo. Examinemos la seric de funciones

1tz 22 ... a4 .
Eista serie converge para todos los valores de 2 en el 1|1t1'rvaln (—I. 1).
es decir, para todos los valores x que satisfacen a la condicion | x| < 1. Para

todo valor de z en el intervalo (—1, 1) la suma de la serie es igual a e (la

sumn de una rrogrcsién geométrica decreciente con razin z). Por consigniente,
en el intervalo (—1, 1) la serie dada determina la funcion

s (x) = rEEr
que es la suma de la serie, es decir,
1 . . ,
e 14 2422123,

Designemos por s, (z) la suma de los n primeros términos de la
serie (1). Si esta serie converge y su suma es igual a s (x), entonces
s(x) = s, () + r, (x), donde r,, (2) es la suma de la serie u, 4+ (2) +
+ Upyz (@) - ..., o sea,

Tn (I) = Up 414 (.‘L‘] G Up o (J‘) .
En este caso la magmtud ry (z) se llama resta de la serie (1). Para
todos los valores de z en el dominio de convergencia de la serie
tiene lugar la correlacion lim s, (z) = s (xr), por eso:

n -+ o0

lim r, (2) = lll'tl [s(z) — 5, (2)]=0,

n—o
es decir, el resto r, (z) de una seric convergente tiende a cero,
cuando n — oo.
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§ 10. SERIES MAYORANTES
Definicion. La serie de funciones

ug (2) + Uy (@) +us (@) + ... fun @+ ... (1)
se llama mayorante en cierto dominio de variacién de z, si existe
una serie numérica convergente

o tast ... +a+ ... )

con términos positivos tal que para todos los valores de z del
dominio dado se cumplan las correlaciones
fuy (@) | < oy, |us (@) | < any - o0y [u, (@) | Lap,... 3)
En otras palabras, una serie se llama mayorante, si cada uno de sus
términos no es mayor, en valor absoluto, que el término correspon-
diente de cierta seric numérica convergente con términos positivos.
Por ejemplo, la serie

cosx cos 2r cos 3 cosnrx

1 22 3 T i n®

es mayorante en todo el eje Ox. Efectivamente, para todos los valores
de z se cumple la correlacion

cosnx

Fot  lweslD ; wad

n

y la serie

como es sabido, converge.

Directamente de la definicion se deduce que una serie mayorante
en cierto dominio converge absolutamente en todos los puntos
de este dltimo (véase § 8). Ademds, una serie mayorante posee la
siguiente propiedad importante

Teorema. Supongamos que la serie de funciones
() +u @+ ... +u (@) + ...
es mayorante en el segmento la, bl. Sean s (z) la suma de esta serie;
sy (z), la suma de los n primeros iérminos de esta serie. Entoncesa
cada niimero € = 0 arbitrariamente pequerio corresponde un niimero
positive N tal, que para todos n > N se cumpla la desigualdad
IS(.T} — &, (I) |<E‘

cualquiera que sea el valor de z en el segmento [a, b).
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Demostracion. Designemos por o la suma de la serie (2):
o=o fa-Faz+ ...+ o+ g+ ...,
entonces
o = 0, + &,
donde @, es la suma de los n primeros términos de la serie (2), y ¢,,
la suma de todos los demds términos de esta serie, es decir
By = Up 4y _“ Up 2 e ol

Como esta serie converge, entonces

limo,=0¢
n=ron

v, por consiguiente,
hm Ep= 1]
-

Representemos ahora la suma de la serie de funciones (1) en la
forma:
$(x) = s, (2) + ry (2),

donde
Sp (@) = wy (2) + ... Ao (2),
r (x) = Up 41 (-1} + Upye (2) - ouy g (2) A
De la condicion (3) se deduce que
l u.-;q.l (.TC) | \é 07:4.!1 l Upyo {‘T) I *ﬁ a‘ﬂ+Zs R ]
’ Y por  eso | (2) | < e
1 para todos los # del dominio
examinado.
De este modo,
[$(z) — s (@) | < e
para todos los x del segmento
la, bl, donde e, — 0, cuando
n — oo,
o] @ b A Observacién 1. El resultado
obtenido podemos ilustrarlo
Fig. 347 geométricamente del modo
siguiente.

Examinemos la grafica de la funcién y = s (z). Tracemos junto
a esta curva una faja de ancho 2e¢,, es decir, tracemos las curvas
y=2s(z) + e, ey =s(z) — e, (fig. 347). En este caso para todo
e,, la grifica de la funcién s, (zr) sera comprendida integramente
en la faja examinada. En esta misma faja se hallardn también las
grificas de todas las sumas parciales posteriores.
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Observacién 2. No toda serie de funciones convergente en el seg-
mento [a, b] posee sin falta la propiedad indicada en el teorema
demostrado. Pero existen también series no mayorantes que poseen
dicha propiedad. Toda serie que tiene la propiedad indicada se
llama serie uniformemente canvergente en el segmento la, b).

Pues, la serie de funciones uy (2) + us (z) + . -+ uy (2) + .
se llama uniformemente convergente en el aegmento [a, bl, si a todo
niimero positivo e >0 arbitrariamente pequerio corresponde un ndmero
N tal que para todos los n > N se cumpla la desigualdad

Is(@) —s(2) | <e
para cualguier z del segmento [a, bl.

Del teorema demostrado se deduce que una serie mayorante
¢s una serie uniformemente convergente.

§ 11. CONTINUIDAD DE LA SUMA DE UNA SERIE

Sea una serie de funciones continuas
u () + uz (@) + ..+ U (@) +
convergente en cierto segmento [a, bl.

En el capitulo II (tomo I) hemos demostrado un teorema de que
la suma de un ntmero finito de funciones continuas es una funcion
continua. Esta propiedad no se conserva para la suma de una serie
(integrada por un nimero infinito de sumandos). Algunas series de
funciones con términos continuos tienen por suma una funcion
continua, otras series de funciones con términos continuos tienen por
suma una funcién discontinua.

Ejemplo. Examinemos la serie
X A, A 1 4 O O L
(28 —z)p (2% —23)p (@ —28) . (e 22y
Los términos de esta serie (cada uno estd entre paréntesis) son funciones
continuas para todos los valores de ». Demostremos que esla serie converge

y su suma es una funcién discontinua.
Hallemos la suma de los »n primeros términos de esta serie:
1
5=z 2t
Hallemos la suma de la serie: si >0, tenemos:
1

s=lim s, (z) = lim (z*" 11 —2)=1—rz,

—_,

Ti—+00 i~ 00
.
si z < 0, tenemos: s= lim s, ()= lim (—|z | —z)=—1—n,
N-+o0

si z=0, entonces s,,=0. por eso s= lim sp=0.

Ti—roo
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De este moda tenemos:

s(x)=1—z para z >,
s(x)= —1—rx para = <0,
s(x)=0 para x=(.

_Asi, la suma de la serie estudiada es una funcién discontinua, su grafica
esta representada en la fig. 348, donde se dan también las graficas de las su-
mas parciales s; (z), s2(x) y s3(2).

g
|

RS ;
l— fex parux< @

[}

Fig. 348

Para las series mayoranles es vilido el siguiente teorema.

Teorema. La suma de una serie de funciones continuas, mayorante
en un cierto segmento [a, bl es una funcién continua en este segmento.

Demostracién. Supongamos que tenemos una serie de funciones
continuas. mayorante en el segmento la, bl:
Uy (.J',‘)J,-‘u'_i (I}"‘-u:{{-}.‘) "}* i e (1)
Escribamos su suma en la forma:
5(2) = sp (2) -y (),
donde
Sp (@) = wy (2) + ... -+ uy (@),
v
Tn (Z) = U9 (@) + Upte (@) + -0
Tomemos en el segmento [a, b] un valor arbitrario del argumento z
y le asignamos un incremento Az tal que el punto z 4 Az se halle
también en el segmento [a, bl.
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Introduzcamos las designaciones:
As = s (z + Az) — s (2);
As, = 5, (x + Az) — s, (7);
entonces,
As = Asﬂ + Tu {I = AI) — I'n (‘r}|
de donde
|As | < 1A |+ (@4 Az) [+ [ (@) |- ()

Esta desigualdad es valida para cualquier niimero n.

Para demostrar la continuidad de s (z), es preciso mostrar que
para cualquier nimero dado de antemano e > 0, arbitrariamente
pequeiio, existe un nimero § = 0 tal que para todos los | Ax | << &
sea | As | << e.

Puesto que la serie dada (1) es mayorante, entonces, a cualquier
e > 0 dado de antemano corresponde un nimero N tal que para
todos los n > N, y. en particular, para n = N, se cumpla la desi-
egualdad

[
Irw @) < &)
cualquier que sea x en el segmento [a, b]. El valor de z -+ Az se halla
en el segmento [a, bl y por eso se cumple la desigualdad

| ry (4 A;)]<%. (3)

Luego, para N elegido, la suma parcial sy () es una funcién
continua (la suma de un namero finito de funciones continuas), y,
por consiguiente, se puede elegir un nimero positivo & tal que para
todo Az que satisface a la condicién | Az | << & se cumple la desi-
gualdad

| Asw| <% 0
Ion virtud de las desigualdades (2), (3), (3") y (4) tenemos:
£ e e
|L\“|<—3-+~§ +3==
es decir,
| As | << e para | Az | << 8,

lo que significa que s (r) es una funcién continua en el punto z
(v, por consiguiente, en todo punto del segmento la, b]).

Observacion. Del teoremna demostrado se deduce que si la suma
de una serie en cierto segmento [e, bl es discontinua, la serie no es
mayorante en este segmento. En particular, no es mayorante (en
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cualquier segmento que contenga el punto » = 0, ¢s decir, el punto
de discontinuidad de la suma de la serie) la serie estudiada en el
ejemplo.

Notemos, por fin, que la suposicidn inversa no es correcta: exis-
ten series no mayoranles en un segmento, pero (ue son, sin embargo,
convergentes en este segmento hacia una funeién continua. En par-
ticular, toda serie uniformemente convergente en el segmento [a, 4l
(incluso, si désta no es mayoraunte) tiene por su suma una [uncion
continua (naturalmente, si todos los términos de la serie son con-
tinuos).

§ 12, INTEGRACION Y DERIVACION DE LAS SERIES
Teopema 1. Sea una serie de funciones continuas
u (2) + ua (@) + o Fu () O]

mayorante en el segmento [a, bl y sea s (z) la suma de esta serie. Enton-
ces, la integral de s (x) entre los limites desde « hasta x, pertenecienles
al segmento [a, b) ¢s igual a la suma de semejantes mtcgrm'es de los
términos de la serie dada, es decir

Is(x}dx: S uy () dx 4+ } () de 4 ... 4+ Yu, (@dz+ ...
-3 -3 (=3 L
Demostracion. Podemos representar la funcién s (z) en la forma
. s (I) = 8y ('T‘ _{_ ."‘,, (.II)
)
$(2) = u (@) +u (@) - ..o S ua (7)) + 1 ().
Entonces:

Ss(.-r)d\r:'ﬁu,(.t)dx-i- Sus (@) + ...

X X
A Sug @ de4- Y r, (@) de (&)
@x 73
(la integral de la suma de un nimero finito de sumandos es ignal
a la suma de los integrales de estos términos).

Como la serie inicial (1) es mayorante, entonces para cualquier
tenemos: |r, (z) | < e,, donde e, — 0, cuando n — oo; por eso

x X x
|§ra@da| <V |ra(@)|dz< Ve de=c¢, (r — o) <en(b—a).
-2 [ @
Puesto que e, — 0, entonces:

lim § r, (2)dz=0.

nerx G
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Pero de la igualdad (2) obtenemos:
\rp(@de=| s(z)dz— [fulfz)d.r+ vee Su,.(.r.)dz] :

Por consiguiente,
x x

lim { {s(z)dz — [ uy (@ dx+ ... +Tu,,(z)dz]]=o,

o sea,

lim[sfrz,(x)dzn{— +§un(z)dz]=§s{z)dz. (3)

n-+oo @

La suma entre corchetes es una suma parcial de la serie

ug@ast oo Sug@de oo %)

@

Coino las sumas parciales de esta serie tienen un limite, dicha serie

x

converge y sn suma, en virtud de la igualdad (3), es ignal a S s (z)dz,

es decir, *
Ss(.r)dx:é;ui{.z)d:r—{— Sug(@dz+ ... + Su (@dz+ ...

Esta es la igualdad que se trataba de demostrar.

Observacion 1. Si la serie no es mayorante, no siempre es posible
la integracién de la serie, término a término, es decir, la integral

x

S 5 (z) dz de la suma de la serie (1) no siempre es igual a la suma

=2
de las integrales de sus términos (es decir, a la suma de la serie (4)).
Teorema 2. Si la serie

W () 4 e (@ + .o A tn (@) F .., (5)
formada de funciones que tienen derivadas continuas en el segmento
la, bl, converge en este segmento hacia la suma s (z) y la serie

wi@)+uw () + ... Fup @+ ..., (6)
formada de lus derivadas de sus términos, es mayorante en este segmento, ,
entunces la suma de la serie de las derivadas es igual a la derivada de la
suma de la serie inicial, es decir,
S (@) =ui () + 1@+ U@+ oo Uy @+ ..
Demostracién. Designemos por F (z) la suma de la serie (6):
Foy=ui(@+w@+ ... +un@+ ...,
y demostremos que
F(z) =& ().
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Como la serie (6) es mayorante, entonces, en virtud ‘del teorema

anterior, tenemos:
x

iF{I}d::Eu}(x)dr-{-fué{x)dzf-l— o VW @de+ L

Efectuando la integracién en el sepundo miembro, obtenemos:
C.};F(xl dx = [uy (z) — uy (@)] 4 [z (£) — s (@)] + ...
4 [tn () —up (@] + ...

Pero, segin la condicion,
s(x) = uy () + up (@) -+ ... + u, () + .
s(a) = uy (o) + us (a) - . —{— u, (a) -
cualesquiera que sean los niimeros z y a en el segmento [a h] Por eso

_\' F(2) dr =5 (2) — s (a0).

Derivando respecto a z ambos miembros de la dltima igualdad
obtenemos:
F () = ¢ (2).
De este modo, hemos demostrado que, satisfechas las condiciones
del teorema, la derivada de la suma de una serie es ignal a la suma
de las derivadas de los términos de la serie.

Observacion 2. Es muy importante que la serie de derivadas sea
mayorante; en el caso contrario puede pasar a ser imposible
la derivaciéon, término a término, de la serie. Para confirmarlo,
citemos un ejemplo de la serie mayorante que no permite la deri-
vacion, término a término.

Examinemos la serie

senliz  sen2%  send'z sennir
Z — 4+ e F—F—-}
4% 5 2° i ¥ n’

Esta serie converge hacia una funcién continua, puesto que es mayo-
rante. Efectivamente, para cualquier z, sus términos son menores,
en valores absolutos, que los términos positivos de la serie numérica
convergente:

+ + R +7:;+.--

Escribamos una serie formada de las derivadas de los términos de la
serie inicial:

cos z + 2%cos 2%z 4 ... -+ n®cos nz +
Esta serie diverge. Asi, por ejemplo, cuando z = 0, ésta se convierte
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en-ls.serie
1 4+22 4324+ ... +n>+4 ...

(Se puede demostrar que esta serie diverge no sélo cuando z = 0),

§ 13. SERIES DE POTENCIAS.
INTERVALO DE CONVERGENCIA

Definicién 1. Se llama serie de potencia a una serie de funciones
de la forma

Gt aztax’+ ... +a 2"+ ..., 1)
donde a,, a4, @, ..., @,, ... son nameros constantes llamados
coeficientes de la serie.

El dominio de convergencia de una serie de potencias siempre
eg cierto intervalo que puede, en particular, reducirse a un punto.
Para cerciorarse de esto, demostremos, primero, el teorema siguiente,
muy importante para toda la teoria de las series de potencias.

Teorema 1. (Teorema de Abel). 1) Si una serie de polencias con-
verge, para un cierto valor de x, no igual a cero, entonces ésta converge
absolutamente para todo valor de x, para el cual

lz | <<l |;
2) si la serie diverge para cierto valor de z,, entonces ésta diverge para
todo valor z, para el cual
|| =|].
Demostracién. 1) Puesto que, segin la hipdtesis, la serie numérica
@+ ato+ ary+ oo+ auxy + .. (1)

converge, su término general a,z} — 0, cuando n — oco; pero esto

significa que existe un nomero positive M tal, que todos los tér-

minos de la serie sean menoreés, en valor absoluto, que M.
Escribamos la serie (1) en la forma:

2 n
T af @ I
a4 -+ a4y (—) + axxy (‘““) + ... Fa.7g (—) + ... (1a)

Ty Iy Ty

y analicemos la serie de los valores absolutos de sus términos:
x ai| T [

lao |+ | agzo | |-=| + | a2} || = | + ...
ra Ty

cee 4| anzl| 4+ ... @

x
Lo
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Los términos de esla serie son menores que los términos corres-
pondicules de la serie

i|n'+ (3)

Zp |

. 2
M 4 M‘i 4 o M
i ¥y

+M‘§
sk

Cuando |z | << | ap |, la Gllima serie es una progresion geométrica

con razon

< 1, y, por consiguiente, ella converge. Puesto que

los términos de la serie (2) son menores que los términos correspon-
dientes de la serie (3), la serie (2) también converge, pero esto signi-
fica que la serie (1a) 6 (1) converge absolutamente,

2) Ahora no es dificil demostrar la segunda parte del leorema:
supongamos que la serie (1) diverge en cierto punte z, Enlonrces
esta serie divergerd también en todo punto z que satisfaga a la con-
dicion |z | > | 2; | . En efecto, si la serie converge en un cierto
punto x que satisface a esta condicién, entonces, en virtnd de la
primera parte del teorema recién demostrado, deberia converger
también en el punto z;, puesto que | z; | << |z |. Pero esto con-
tradice a la hipdlesis de que la serie diverge en el punto z;. Por
consiguiente, la seric diverge también en el punto x. De este modo,
el teorema queda demostrado por completo.

El teorema de Abel permite juzgar sobre la disposicién de los
puntos de convergencia y divergencia de una serie de potencias,
En efecto, si z, es un punto de convergencia, entonces todos los
puntos del intervalo (— | @y |, | o |) son los puntos de convergencia
absoluta. Si z;, es un punto de divergencia, entonces toda la semi-
rrecta infinita a la derecha del punto | z; |, y toda la semirrecta
a la izquierda del punto — | z; | son compuestas de puntos de di-
vergencia.

[isto permite concluir que existe un nimero R tal, que, para
| z | <C R, tenemos los puntos de convergencia absoluta y, para
{z | > R, los puntos de divergencia.

De este modo, existe un teorema siguiente sobre la esiructura
del dominio de convergencia de una serie de potencias:

Teorema 2. El dominio de convergencia de una serie de potencias
es un intervalo con centro en el origen de las coordenadas.

Definicién 2. Un intervalo desde —R hasta ++R tal que,
para todo punto z, comprendido dentro de los limites de este inter-
valo, la serie converge absolutamente, y para los puntos = que se
encuentran fuera del mismo, la serie diverge, se llama intervalo
de convergencia de una serie de potencias (fig. 349). El nGmero R
se llama radio de convergencia de la serie de potencias.
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En los extremos del intervalo (es decir, en los puntos z = R y
= — R) la cuestién de la convergencia o divergencia de cada serie
concreta dada se resuelve individualmente.

Notemos que en algunas series el intervalo de convergencia se
reduce a un punto (R = 0), y en otras, abarca todo el eje Oz (R=o0).
Serie converge

PN N
Serie diverge Serie diverge
Fig. 849

Indiquemos el modo de determinaciéon del radio de convergencia
de una serie de potencias.
Sea una serie

2
G+ x4+ a4+ ... +a, 2"+ ... (1)
Examinemos la serie formada de los valores absolutos de sus
términos:

|ao| + | as|| 2|+ | aa| | 2[* + [ 25| |z [P +
+ladlzl+ ... +lanllel+ ... @

Para determinar la convergencia de esta Wltima serie (con tér-
minos posilivos) apliguemos el criterio de d'Alembert.
Supongamos que existe el limite:
+14
!Z,.l+|.2'ﬂ

anx"

- " a
lim 2% — lim il

n-»o Iy n=roo

|z|=L]|=z|.

an

Entonces, segin el criterio de d'Alembert, la serie (4) converge,
cuando L|z|<<1, es decir, si |.z|<:,'%.ydiverge,cuand0L|x[>i,

es decir, si I.r]>% .

Por conaiguiente, la serie (1) converge absolutamente para
|z|<-—— Pero, si |z|> 1 , entonces lim 1:-*-‘-|:::]L:>1 y la

n-—+on
serie (4) diverge, mientras su término general no tiende a cero*).
En este caso el término general de la serie de potencias dada (1) tam-

poco tiende a cero y esto significa, en virtud del criterio necesario

*) Acordemos que, al demostrar el criterio de d'Alembert (véase el § 4),
hemos revelado que si lim ““>i entonces el término general de la serie
crece y, por consiguiente, no t:ende a cero.

19—536
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de convergencia, que esta serie de potencias diverge (cnando

|2|>—) -

De lo expuesto anteriormente se deduce que el intervalo
(—%, —1—) es el intervalo de convergencia de la serie de poten-
cias (1), es decir,

an

R:iz Iim

A T+ 0

Ty
De manera semejante, para determinar el intervalo de conver-
gencia se puede aplicar el criterio de Cauchy, entonces:
1

tim V' [a, |

7 -+00

Ejemplo 1. Determinar el intervalo de convergencia de la serie:
14

g2t L.t

Solucion. Aphcando directamente el cnmrw de & A]Lmhort obtenemos:

b q
€T
lim

-0

Por consiguiente, la serie converge para |z | << 1 vy diverge para |z | =

= 1. El estudio de la serie en los extremos del intervalo (—1, 1) mediante el

criterio de d'Alembert es imposible. Sin embargo, se puede ver directamente
que la serie diverge, cuando r = —1 y z=1

Ejemplo 2. Determinar el intervalo de convergencia de la serie:
2r {22)’-‘ 2z)3

=|z|

1 3
Solucién. Aplicamos el criterw de d'Alembert
(2x>n+i
n-1 R ime
naw| (22)° = o [ar| 1 2=l=1 2=k
n

. 2 N 1 :
La serie converge, cuando |2z | < 1, es decir, si |z | < 5 la serie con-

verge, cuando xz-%-; la serie diverge, cuando z=— _-%-.

Ejemplo 3. Determinar el intervalo de convergencia de la serie
z2 | z8 z"t
x+-2-!—‘+—3—"-+-..- +F-+-.-.
Solueién. Aplicando el criterio de d'Alembert, obtenemos:
zH+in)

I
T arn | Jm T+'r|=°<’-

Ti~+00

i+

1fm

Ti=p00

Ti=$00
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Como el limite no depende de z y es menor que la unidad, la serie converge
para todos los valores de =z.

Ejemplo 4. La serie 1' G+ x+ 222+ (3a)3 - ... A (na)r L.

diverge para todos los valores de r, excuino z = (, puesto que (nz)" — co
cuando nr — oo, cualquiera que sea el valor de z, diferente de cero.

Teorema 3. Una serie de potencias
gt azrtart+t ... +azt+ ... 1)

es mayorante en todo el segmento [—p, pl integramente dispuesto en
el interior del intervalo de convergencia.

Intervale de convergencia

2 I N %
Intervaio de mayoramiento
Fig. 350

Demostracién. Segiin la hipétesis, p << R (fig. 350), por eso la
serie numérica (con términos positivos)
lao| + | @] p+ @] * + ... +aa]0” (5)
converge. Pero cuando | | << p, los términos de la serie (1) no
son mayores, en valor absoluto, que los términos correspondientes
de la serie (5). Por consiguiente, la serie (1) es mayorante en el
segmento [—p, p].

2 e - _
a0 B R

Fig. 851

=R

Corolario 1. La suma de una serie de potencias es una funcién
continue en lodo segmento integramenie dispuesto en el interior
del intervalo de convergencia. Electivamente, la serie es mayorante
en este segmento y sus términos son las funciones continuas de z.
Por consiguiente, en virtud del teorema 1, § 11, la suma de esta
serie es una funcién continua.

Corolario 2. Si los limites de integracién a,  se encuentran
en el interior del intervalo de convergencia de una serie de potencias,
la integral de la suma de la serie es igual a la suma de las integrales
de los términos de la serie, puesto que el dominio de inlegracién
se le puede encerrar dentro del segmento [—p, p] donde la serie
es mayorante (fig. 351) (véase el teorema 2, § 12 sobre la posibilidad
de integracién, término a término, de la serie mayorante).

19+
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§ 14. DERIVACION DE LAS SERIES DE POTENCIAS

Teorema 1. Si la serie de polencias

s@E)=ay+ ax+ a’ + a7’ a2 + ... ta2"+ ... (1)
tiene un intervalo de convergencia (—HR, R), enionces la serie
P (2) = a; + 2a07 4 3a;2° 4 ... Fnax" " F L, (2)

obtenida por la derivacion términe a térmmino de la serie (I) tiene el
mismo intervalo de convergencia (—IR, R); siendo ¢ (z) — & (),
cuando |z | << R, es decir, dentro del intervalo de convergencia la
derivada de la suma de la serie de potencias (1) es igual a la suma de la
serie obtenida por la derivacién término a término de la serie ().

Demostracién. Demostremos que la serie (2) es mayorante en
todo segmento [—p, pl integramente dispuesto en el interior del
intervalo de convergencia.

x T T

* P 0 X p Ek Rk
Fig. 352

Tomemos un punto E tal que p << E << R (fig. 352). En este
punto la serie (1) converge, por consiguiente, lim a,§" = 0, y por eso,

Ti—+00
se puede indicar un namero constante M tal, que
|a, ™| < M (n=1, 2, ...).
Si, |z | < o, entonces:

n—1

n—1
]na,.:r"_'lg|nanp“"[=n|a“§"—‘||%l {n{l-g—q .
donde
q=%< i

De este modo, cuando |z |<p, los términos de la serie (2),
en valor absoluto, son menores que los términos de la serie numérica
positiva con términos constantes:

YA+u+38+ om0,

Pero, como muestra el uso del criterio de d'Alembert, la Gltima
serie converge:
n—1
. ng
l:m—-———~:—= D B
v m—A) 2 T
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Por consiguiente, la serie (2) es mayorante en el segmento [—p, pl,
y, en virtud del teorema 2, § 12, su suma es la derivada de la suma
de la serie dada en el segmento [—p, pl, es decir,

¢ (@) =5 (2).

Como todo punto interior del intervalo (—R, R) se puede incluir
en cierto segmento [—p, pl, de ahi se deduce que la serie (2) con-
verge en cualquier punto interior del intervalo (—R&, R).

Demostremos que la serie (2) fuera del intervalo (—R, R), di-
verge. Supongamos que la serie (2) converge para z; > R. Integran-
dola término a término en el intervalo (0, z,), donde R < z, < z,
obtenemos la serie (1) que converge en el punto z,, pero esto con-
tradice a las condiciones del teorema. De este modo, el intervalo
(—R, R) es el intervalo de convergencia de la serie (2). El teorema
es plenamente demostrado.

Se puede de nuevo derivar la serie (2) término a término y con-
tinuarlo tantas veces cuanto se quiera. De este modo, obtenemos
la deduccién:

Teorema 2. Siuna serie de potencias converge en intervalo (—R, R),
su suma representa una funcién que tiene en el interior del intervalo
de convergencia las derivadas de cualquier orden, cada una de las cuales
es la suma de la serie obtenida por derivacidn de término a término
de la serie dada unas veces correspondientes; en este caso el intervalo
de convergencia de cada serie obtenida por derivacidn, es el mismo
intervalo (—R, R).

L

§ 15. SERIES DE POTENCIAS DEx — a
Una serie de funciones de la forma

G+ az—a)+az—al+ ... +a(z—a)"+ ..., (1)
se llama serie de potencias.
Aqui las constantes ag, @y, ..., @,, ... se llaman también los

coeficientes de la serie. Esta serie esta dispuesta segin las potencias
crecientes del binomio z — a.

Cuando a = 0, obtenemos una serie de potencias de z que es,
por consiguiente, un caso particular de la serie (1).

Para determinar el dominio de convergencia de la serie (1),
sustituyamos en ésta la variable

z—a=X.
Después de la sustitucion la serie (1) toma el aspecto
a+aX +aX + ... +a. X"+ ..., (2)

es decir, hemos obtenido la serie de potencias de X,
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Sea — R << X <Z R el intervalo de convergencia de la serie (2)
(fig. 353, a). De ahi se deduce que la serie (1) convergerd para los
valores de z que satlsfagan a la desigunaldad — R <2 — a <R,
o bien a — R < z << a - R. Puesto que la serie (2) diverge para

-R 0 R X
o)+ t—t—— -
Vvt G‘Rﬁ{T*R X ? 7 ‘.2 ‘? X
+ == i o,
Fig. 353 Fig. 35¢

| X | > R, entonces la serie (1) divergera para |r —a|> R,
es decir, divergera fuera del intervalo a — R <<z <<a + R
(fig. 353, B).

Por consiguiente, el intervalo de convergencia de la serie (1)
es el intervalo (¢ — R, « -+ R) con centro en el punto a. Todas las
propiedades de la serie de potencias de z en el interior del intervalo
de convergencia (—R, + /) se conservan completamente para una
serie de potencias de z — a en el interior del intervalo de conver-
gencia (¢ — R, a + R). Asi, pur ejemplo, efectuada la integracién
término a término de la serie de potencias (1), si los limites de in-
tegracion se hallan en el interior del intervalo de convergencia
(@ — R, a + R), obtenemos una serie cuya suma es igual a la
integral correspondiente de la suma de la serie dada (1). Durante
la derivacién, término a'término, de la serie de potencias (1), para
todos los valores de = que se hallan en el interior del intervalo de
convergencia (¢« — R, a 4+ R), obtenemos una serie cuya suma
es igual a la derivada de la suma de la serie dada (1).

Ejemplo. Hallar el dominio de convergencia de la serie
fg—2)(z—2)-L(z =2 ...+ (z—2)"+ ...
Solucién, Poniendo z — 2 == X', obtenemos la serie
X4 x4 x3 L ..+ an ..

Esta serie canver%e para —1 < X < -1, Por consiguiente, la serie dada con-
verge para todos los valores de x, para los cuales —1 < z —2 << 1, es decir,
cuando 1 <z < 3 (fig. 354).

§ 16. SERIES DE TAYLOR Y DE MACLAURIN

En el § 6 del capitulo IV (tomo I) mostramos que para una fun-
cién f (z) que tiene todas las dcnvadaa hasta (n + 1)-ésimo orden
inclusive, en la vecindad del punto =z = a (es decir, en cierto inter-
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valo que contiene el punto z = a) es vélida la férmula de Taylor:

f(z):f{a)+x:“f’ (@) +
4=y E= TG L R@ @
1.2 n!

donde asi llamado término complementario R, (z) se calcula segin
la férmula
(x—a)""" fnan
R,—"—" . frtDig 1 0(x—a) 0<0<1.
{n+ 1)!

Si la funcién f (z) tiene las derivadas de todos los 6rdenes en la
vecindad del punto z — a, entonces podemos tomar n arbitraria-
mente grande en la formula de Taylor. Supongamos que en la
vecindad eonsiderada el término complementario H, tiende a cero,
cuando n — oco:

lim R, () =0.

n=—+o00
Entonces. pasando en la férmula (1) al limite, cuande n — oo,
obtenemos a la derecha una serie infinita que se llama serie de Taylor:

foy=f (@) + == (@ + .. + =0 a4 @

La dltima igualdad se verifica solo en el caso, si R, (z) — 0, cnando
n— 0o. En este caso la serie de segundo miembro converge y su
suma es igual a la funcién dada f (z), Demostremos que esto es
efectivamente asi:

f(x) == P, (z) - R, (z),
donde

@yt .. 4 S )

(! n!

r —

Pr(z)=1(a) +

Puesto que, segiin la condicién, lim R, (z) = 0. entonces:

—»00

[z} = lim P, ().

Pero P, (2) es n-ésima suma parcial de la serie (2); su limite es ignal
a la suma de la serie del segundo miembro de la igualdad (2). Por
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consiguiente, la igualdad (2) es vilida:
. — 2
f@=1@+*r@+ 5L @+ ...

4 E=D gy
nl
De lo expuesto se deduce que la serie de Taylor representa la
funcién dada f (z) sélo cuando lim R, (z) = 0. Si lim R, (z) == 0,
la serie no representa la funcién dada, aunque puede converger
(hacia otra funcion).
Si en la serie de Taylor ponemos a = 0, obtenemos un caso
particular de ésta, que se llama serie de Maclaurin:

2 n
1@=1O+ IO+ O+ .. + 5O+ ... @

Si escribimos formalmente la serie de Taylor de una funcién,
entonces, para demostrar que la serie escrita efectivamente repre-
senta la funcién dada, es preciso demostrar que el término comple-
mentario tiende a cero, o convencerse, de una u otra manera, de que
la serie eserita converge hacia la funcién dada.

Notemos que para cada una de las funciones elementales deter-
minadas en § 8, capitulo 1 (tomo 1) existen a y R tales que en el
intervalo (¢ — R, a - R) ésta se desarrolla en la serie de Taylor,
o (si @ = 0) de Maclaurin.

§ 17. EJEMPLOS DE DESARROLLO DE LAS FUNCIONES
EN SERIES

1. Desarrollo de la funcién f (z) = sen z en la serie de Maclaurin.
En § 7, capitulo IV (tomo I) hemos obtenido la férmula
2n—1
T
— 4 Ry, (2).
@n— 1D + Hap (

Como hemos demostrado que lim R,, () = 0, entonces, en

xs .35 +1
e e A —— s + — 1\
senr==x | "l" | + ( )

N—»00
virtud de lo expuesto en el parrafo anterior, obtenemos el desarrollo
de sen z en la serie de Maclaurin:

_, 2,2 gy
sens=s—grta Tt @2n — 1)!

Puesto que el término complementario tiende a cero para cual-
quier z, la serie dada converge y tiene por suma la funcién de sen z
para cualquier . '

+ ... @
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En la fig. 355 se representan las graficas de la funcién sen z

y de las primeras tres sumas parciales de la serie (1).
Esta serie se emplea para calcular los valores de sen z para

diferentes valores de z.

\ R
4
\ S=x 7 !
'l‘ ,,/ /
! E AT ,"
\ L, Sya-gxtppx®l

Fig, 355

Calculemos, por ejemplo, sen 10° con precision de hasta 10-°. Puesto

a
_ — = 4 .
13 0,174533, entonces:

o It 1 by 4 3 1 JT a 1 R)T
moil =1‘é‘ﬁ(?s) +§i(m) *ﬁ(ﬁ s

Limitemos con los dos primeros términos y obtenemos la siguiente
igualdad aproximada:

que 10°

o ftn X 1(2)
8~ 186 \is) ’

el error cometido § es menor, en valor absoluto, que el primero de los
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términos suprimidos, es decir,

1 ( n )5 1 5 =~
=) <« —(0,2" <4107
Hl \18 12{]( ) '

0<

. s n ;
Si calculamos cada sumando en la expresién de sen 18 o seis

cifras decimales, obtenemos: sen ;18 = 0,173647.
Se puede garantizar que las primeras cuatro cifras son exactas.
2. Desarrollo de la funcion f(x)=e€* en la serie de
Maclaurin.
En virtud del § 7, capitulo IV (tomo 1), tenemos

2 3 g
o @
Al 3 n!

puesto que hemos demostrado que lim R, (z) = J para cualquier

n—soa
z. Por consiguiente, la serie converge para todo. los valores de z
y representa la funcion e*.
3. Desarrollo de la fumeibn fax=cosax e¢n la serie de
Maclaurin.
En virtud del § 7, capitulo IV (tomo I), tenemos:
4 L]

© z
il X i T E 3
eoRe 2!+4l ﬁ|+ @

para todos los valores de z la serie converge y representa la funcién
cos . :

§ 18. FORMULA DE EULER

Hasta ahora hemos considerado solamente las series con tér-
minos reales, sin tocar las series con términos complejos. Sin expo-
ner la teoria completa de las series con términos complejos que sale
fuera de los limites de la obra presente, examinemos s6lo un ejemplo
importante de este campo.

“En el capitulo VII (tomo I) hemos determinado la funcién g
por la igualdad

e — ¢* (cos y + isen ).
Para z = 0, obtenemos la férmula de Euler:
e =cosy + iseny.
Si definimos la funcion exponencial e'’ con exponente imaginario

mediante la formula (2) § 17, que representa la funcién e* en forma
de la serie de potencias, obtenemos la misma igualdad de Euler. En
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efecto, determinemos eV, sustituyendo en la ignualdad (2) § 17 z por
la expresion iy:

s 25 N o s T
efy=1+_3_y__+ {ll"} + “y} + T~ + “!{) + s (1)

1! 2t 3 n!
Tomando en consideracién que i? = — 1, # = — {, i* =1, i® = i,
% = — 1, etc., transformemos la formula (1) del modo siguiente:
. 2
R S TR B S iy + + ‘y ..

Separando en esta serie las partes real e imaginaria, hallamos:

i 5 4 3
iy 1__9_ __U_._) (_i__;f{_ i——...).
¢ ( o T ols Vi

Las expresiones entre los paréntesis son las series de polencias cuyas
sumas son iguales, respectivamente, a cos y y sen y (véase las for-
mulas (3) y (1) del pa;ral’o anterior). Por consiguiente,

% —cosy- tseny,
De este modo. hemos llcgado de nuevo a Ia formula de Euler.

§ 19. SERIE BINOMIAL
I. Desarrollemos en la serie de Maclaurin la funcién

f@=1427,
doude m es un nimero constante arbitrario.

Aqui la evaluacién del término complementario representa cier-
tas dificvultades, por eso, para desarrollar la funcién dada, proce-
demos de un modo algo diferente.

Notemos que la funcién [ (z) — (1 + )™ satisface a la ecuacién

diferencial
(1 + 2) f (x) = mf (z) (1)
f(0) =1

hallemos una sevie de potenciss, cuya suma s (x) satisface a la ecua-
cién (1) v a la condicion s (0) = 1:
s(@)=14ax—a2+ ... +auz"+ ...". 2
Poniéndola en la ecuacién (1), tenemos:
(1 + 2) (ay + 2apx 4 3a,2° + ... +nraa™ 4+ .. )=
=m{l +az+ax*+ ... +a 2"+ ...

*) Temos aceptado que el término absoluto es igual a la unidad en virtud
de la condicién inicial s (0) = 1.

y a la condicién
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Igualando los coeficientes de las mismas potencias de z en ambos
miembros de la igualdad, hallamos:

ay = m; ay - 200 = may; .. .5 na, - (04 1) @agy = ma,; ...
De ahi obtenemos para los coeficientes de la serie las expresiones:
_am—1) m(m—1)
-z g2 7

a=1 a=m a

_apx(m—2) m(m—1)(m—2),
-3 .5

ay

:m(m—i) oo m—n 1],
L2 .ouim

Estos son los coeficientes binomiales.
Sustituyéndolos en la férmula (2), obtenemos:

n

s(z]=1+mx+m—[?~2:ﬂxz+

m.[mh—l)‘..[m——[n—‘l}]x,,_i_”. (3)
1.2...n
Si m es un naimero positivo entero, entonces, a partir del tér-
mino que contiene z™!, todos los coeficientes son iguales a cero,
y la serie se convierte en un polinomio. Si m es fraccionaric o un
nimero negativo entero, tenemos una serie infinita.
Determinemos el radio de convergencia de la serie (3):

m(m-—i)...[m—n—i-ﬂrn

4

Uppy= nl
Hn_____m(m-ﬂi).. [m,—rz—|—21x,,_|l
(r —1)!
\im Untt| m(m—l}...(m—n—{—1)(n—1)lx\=
n—oo | W, n—+x mim—1)...(m—n+ 2)n!
= lim 'u:t—i— |xl—_—_]z]
n-—+co n

De este modo, ia serie (3) converge, cuando |z |<<1.
En el intervalo (—1, 1) la serie (3) representa una funcién s (z)
que satisface a la ecuacion diferencial (1) y a la condicién
s (0) = 1.
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Puesto que solamente la iinica funcién satisface a la ecuacibén
diferencial (1) y a la condicién inicial s (0) = 1, entonces, la suma
de la serie (3) es idénticamente igual a la funcién (1 + z)™, obte-
nemos el desarrollo:

{1+I)m=1+m+( 1) 2+m(m_‘1]<m_2)13+... (3’)

1.2 1.2.3
En particular, para m = — 1, tenemos:
1
=1 — 22— ... 4
T z+ + 4%
Si m = 1/,, sera:
1 1.3 1.3.5.
Vidaz=1l4—az—— & — s T
te + *=34° T5.26° “zass° T &
Cuando m. = — !/, tenemos:
1 1 1-3 1.3-5 1.3.5.7
=1——= & — z B — e 6
Vite 27 t32° 246" 2468 )

2. Apliquemos el desarrollo del binomio para desarrollar otras
funciones. Desarrollemos en la serie de Maclaurin la funci6n
f (x) = arcsen z
Sustituyendo en la igualdad (6) = por la expresion —2*, obtenemos:
1 1. 1 3 ‘ 13'5 8

—_— ] = m— .
Viez 2 et Toget T

1.3.5...(2n —1) ,,
. L P o 1 .
* 2.4.6...2n r
Basédndonos en el teorema sobre la integracién de las series de
potencias, obtenemos, para |z | <Z1:

x

dx 142 132 4.3.57
—————aresenz =2z 4 — — A — =2
S.Vi_x‘ aresenz=zt o ytous Taae 7

=l

M

1.3:5...(2n —1) A"
o 2-4-6...2n 2::.+1+"'

Esta serie converge en el intervalo (—1, 1). Podemos demostrar
que la serie converge también cuando z = 4+ 1 y que la suma de la
serie correspondiente a estos valores también es igual a arcsen z.
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Entonces, poniendo z == 1, obtenemos la féormula para calcular m:

11 131 1.351
arc 1=£=1 S — — — alaw
=t s Yo s Tade 7

]

§ 20. DESARROLLO DE LA FUNCION In (14-x)
EN UNA SERIE DE POTENCIAS.
CALCULO DE LOGARITMOS

Integrando la igualdad (4) § 19 en los limites desde 0 hasta z
(para |z | << 1), tenemos:

x

i1fx=-—g(1——z-|-'x2—xa+ .. dx

0

z3 z

111(1+x)=x—£+——-:+ TR AR
2 3 4 n

Esta igualdad es vilida en el” intervalo (—1, 1).
Si en la formula citada sustituyemos z por —=z, obtenemos la
serie

hil —p=—2—— o — 5 — @)

que converge en el intervalo (—1, 1).

Por medio de las series (1) y (2) podemos calcular los logaritmos
de los niimeros comprendidos entre el cero y dos. Indiquemos, sin
demostracion, que, para z = 1, el desarrollo (1) es también vélido.

Demos una f6rmula para calcular los logaritmos naturales de
los nameros enteros arbitrarios.

Puesto que durante la sustraccién Lérmino a término de dos
series convergentes obtenemos una serie convergente (véase § 1,
teorema 3), entonces sustrayendo término a término la igualdad (2)
de la (1) hallamos:

1n(i+x)—ln[1-.r)=1n:+x=.~2[:c+§-+i+ ]
]

—

Pongamos ademads, Atz 2+l entonces: x=.,—~1—1. Para to-

{—=2 n 2n+
do n>0, tenemos: 0 <<xz<C1, por eso

142 n+1_[ 1 1 1 ]
1"1-.;;_1“ n e 2n+1+n<:an+1)“+5(2n+1)5+"' !
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de donde
1 1 1
2n 41 + 3(2n -+ 1)’+5(2n+ 1)

Cuando n = 1 obtenemos:

ln(n-l—‘l)—lnn——_.?.[ +...:|.{3}

11 1
PP |
. 13 3e st

Para caleular In 2 con el grado de precisién dado 6, es preciso
calcular la suma parcial s, eligiendo un nimero p de sus términos
de modo que la suma de los términos suprimidos (es decir, el error
Ry cometido durante la sustitucién de s por 5p) sea menor que el
error admisible 8. Para eso evaluemos el error R,

R ,32 L - .. -
7 -[(2p+ 1) 32]l+1 + (2}) + 3) 32D+3 + {2p + 5) 341,1.5 + ]

Puesto que los nimeros 2p + 3, 2p 4 5, ... son mayores que
2p -+ 1, entonces, sustituyéndolos por 2p -+ 1, aumentamos cada
fraccion. Por eso

1 1 1
R, <2 1
P [(2p+ 4) g + (2p + 1) 3*7*2 i @pt 13T ]

(=1

2 1 1 1
R?‘<2p+1[32p+1+32p+3+32p+5+ ]

La serie entre corchetes es una progresién geométrica de razon 1/9.
Calculando la suma de esta progresion, hallamos:

1
2 gt 1
n,<< : = Tt
2{;—!—11_1 (2p+ 1)3°774
9

Ahora, si queremos caleular In 2, por ejemplo, con precision de hasta
0,0000001, es preciso elegir p de modo que sea R, << 0,0000001.
Esto se puede lograr, eligiendo p de modo que el segundo miembro
de la desigualdad (4) sea menor que 0,0000001. Mediante la simple
eleccién hallamos que es suficiente tomar p = 8. Pues, con la pre-
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cision de hasta 0,0000001 tenemos:

1 1
In2 =sg=2 sl N S
WERN [1.3 3. 3‘+ :+ d?+9 3"+11.3“+

1 1

13-3‘3',"15.3“'

La respuesta con siete cifras exactas es In 2 == 0,6931471.
Poniendo en la fé6rmula (3 n = 2, lenemos:

¥ ] —0,6931471.

lnd—-an—I—Z[i fatea, T= ..]=1,098612, ete.

53 5 55
De este modo, podemos obtener los logaritmos naturales para nlimeros
enteros cualesquiera,
Para obtener los logaritmos decimales de los nimeros, es preciso
usar (véase § 8, capitulo II, tomo I) la correlacién:
log N =MIn N,

donde M == 0,434294, Entonces, por ejemplo, obtenemos 1ln 2 =
= 0,6931472, log 2 = 0,30103.

§ 21. APLICACION DE LAS SERIES
AL CALCULO DE INTEGRALES DEFINIDAS

En los capitulos X y XI (tomo I) hemos indicado que existen
las integrales definidas las que, siendo funciones del limite superior,
no se expresan en forma definitiva mediante las funciones elemen-
tales. A veces tales integrales es comodo calcularlas con ayuda de
series.

Examinemos aqui algunos ejemplos.

1. Supongamos que es necesario calcular la integral

a
S e * dz.
Aqui, la funcién primitiva de e ** no es una funcién elemental.
Para calcular esta integral desarrallemos el integrando en una serie,
sustituyendo en el desarrollo de e* (véase la férmula (2), § 17) =
por —z*:
»\

. zZrl
T e
n!

Integrando ambos miembros de esta igualdad en los limites de O
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a a, obtenemos:

Pyl 13 ﬂ’:s .1'7 )
& g i e i
¢ (1 v3 s aaT

a a? a®

a
ST mE T

e L]

a?
—m-l—...

Esta igualdad permite calcular la integral dada, para toda a, con
cualquier grado de precision.
2. Calcular la integral

a

senx
frny,
o

I

Desarrollemos el integrando en una serie: de la igualdad
3 5 7
xI e X
senz=x— -+ == — 57+ ...
31 + al T +
obtenemos:

senx

& 2
YRR

2

z

=1——
x 3!+

esta Gltima serie converge para todos los valores de x. Integrando
término a término, obtenemos:

3 5 7

sens a a a
. Al _
S P T I T A

0
Es facil calcular la suma de la serie con cualquier grado de preci-
si6bn para toda a.
3. Calcular la integral eliptica.
@

T
§ V1 —Ksen’pdy (k< 1).
0
Desarrollemos el integrando en una serie binomial, poniendo

m = 1/2, z = — k?sen? véase la férmula (5), § 19):
? (
V‘.l—-kzsenztp=1—-;—kzsench——%%k‘sen‘[p—
113 6 &
PR Y el

Esta serie converge para todos los valores de ¢ y permite la integra-
cion término a término, puesto que es mayorante en todo intervalo.

20-536
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Tor eso
0 T
V1 — i sen®pdp=q — —19— K g sen” g dp —
1] - 1]
0 "
1 4 . 1 1.3 . 5 "
5 41‘; Sscn tpd(p-—---2 ) ‘-;k sen qpdp — ...

0 0
Las integrales del segundo miembro se calculan simplemenle.
b4
== .
Para ¢ = 5 tenemos:
n

o

. 95
S sen™™ @ dp = I_E____(__"" 1) n

i
(véase § 6, capitulo XI, tomo I}, y por consiguiente,
V1 — kP sen® g dp =
_= [1 _ (_1_) s (1_&) L (ﬁ)_ _ ]
2 2 2.4/ 3 2.4-6/ 5 '

§ 22. APLICACION DE LAS SERIES
A LA INTEGRACION DE ECUACIONES DIFERENCIALES

o e ‘l\‘|'-1

Si la integracion de una ecuacion diferencial no se reduce a las
cuadraturas, se puede recurrir a los métodos aproximados de inte-
gracion de la ecuacién. Uno de estos métodos consiste en representar
la solucion de la ecuacion en forma de la serie de Taylor; la suma
de un nimero finito de términos de esta serie serd aproximadamente
igual a la solucién particular buscada.

Por ejemplo, sea necesario hallar la solucién de una ecuacién
diferencial de segundo orden:

y'=F (z. y. V), (1)
que satisface a las condiciones iniciales
(y).::=xp = Yo, (yl):rﬂ::. = yEI- (2)

Supongamos que la solucién y = f (z) existe y puede ser repre-
sentada en la forma de la serie de Taylor (no nos detendremos en
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la cuestién en qué condiciones esto tiene lugar):
z— 2 (z — )
1 1

y-——f(=)=}'(:co)+—f’(xn}+—2-f"(xu)+ RN ©)
Tenemos que hallar f (), f* (xo), f" (20), . .., es decir, los

valores de las derivadas de la solucién particular para z = z,. Esto

se puede hacer médiante la ecuacién (1) y las condiciones (2).
Efectivamente, de las condiciones (2) se deduce:

f (o) = Yo, I (@) = yos
de la ecuacion (1) obtenemos:
I (20) = (¥ )x=xo = F (0, Yo, Yo).
Derivando ambos miembros de la ecuacién (1) respecto a z,
tenemos:

y'=F.(x 4 )+ E@ 0 Ny +Fu@y vy @)
y poniendo los valores z = 2, en el segunde miembro, hallamos:
f " (zc} = (ymjx=xa
Derivando la correlacién (4) una vez mds, hallamos:
YV (2) = " V)emsor
etc.
Los valores hallados de las derivadas ponemos en la igualdad (3),

Esta serie representa la solucién de la ecuacién dada para los valores
de z para los cuales la serie converge,

Ejemplo 1. ITallar la solucién de la ecuacién
y" = — yz*,
que satisface a las condiciones iniciales
(Wz—0 =1, (¥ )x-0=0.
Solucién. Tenemos:
) =w=1: [ (O)=wy=0.
De la ecuacién dada hallamos (y")._g = f"(0)=0; luego
Y= —y'x 2xy, (" )™ (0)=0,
y IV = — a2y 4y’ —2y, (y“’}xﬂ =2

y el general, derivando % veces ambos miembros de la ecuacion segin la f6r-
mula de Leibniz, hallamos (§ 22, capitulo 111, tomo 1):

ytlh+d — _y:k: 22— 2kyth=N g — ) (k—1) yth-2,
Poniendo z=0, tenemos:
y D= — ke (k—1)
o, poniendo k+42=n:
Yo=—(n—3)(n—2) ",
20+
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De ahi:
g = —1:2, yP = —5:6 4V = (—1)2(1-2) (5-8),
gy = — 0.0y = (—1)3(1-2) (5-6)(9-10),
it = (— 1)k (1-2) (5-6)(9-10) ... [(4k — 3) (4k —2)).
Ademas,
W =0, piP=0, ..., " =0,
y:l“ =0, yfllm = ns Y] ygih+2’=0.
=0, y=0, ...,pf** =0,

De este modo, Solamente las derivadas, cuyo orden es miltiple a 4, no se

reducen a cero.
Sustituyendo 1os valores hallados de las derivadas en la serie de Ma-

claurin, obtenemos la solucion de la ecuacion
oy 28 ; ) zi3 o
y:i _ T12 J,—?;I— “‘J} (5[))—"1—2!'— “2) (db) (Q'i(i)-!-- P
Lk

A (= 1)k T’;&)—!(t-z) (5-6) ... ((4k—3) (4k—2)] + ...
Mediante el criterio de d’Alembert se puede comprobar que esla serie con-
verge para lodos los valores de x; por eso, ella es la solucién de la ecuacién.

Si la ecuacion es lineal, es mas comodo buscar los coeficientes
del desarrollo de una solucién particular por el método de coefi-
cientes indefinidos. Para eso «sustiluimos» directamente la serie

y=a,+az+ar+ ... +az"+ ...

en la ecuacién diferencial e igualamos los coeficientes de iguales
potencias de z que se hallan en ambos miembros de la ecuacion.

Ejemplo 2. Hallar la solucion de la ecuacidn
y"=2ay" 4 4u,
que salisface a las condiciones iniciales
(g =0 W) ot
Solueion. Ponemos
Y=g+t ayx -} agz? Lagrd ... faprto ...
Segin las condiciones iniciales hallamos:
ag= 0, ay=1.
Por consiguiente,
y=z-Fapz®taged-- ... fanz+ ..
y'=1--2apx } 3agz? ... + a4,
y" =2ay4-3-2a5z+ ... +n(n—1) apz" =24 ...
Sustituyendo las expresiones escritas en la ecuacién dada e igualando los

coeficientes de iguales potencias de z, obtenemos:
2a,=10, de donde ao=0;

3.2a3=2-14, de donde ag=-1;
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4-3a,=4as4aps, de donde a,=0;

n{n—1)a,=(n—2)2an_y-+4an_g, de donde ap= i‘t‘; .
Por consiguiente,

1

I S R N 1
g R T o T

o O el el waes,
L ok k! ¥ ] ]

Poniendo los coeficientes hallados, obtenemos la solucion buscada:
73 x5 7 F2h+1
TN g e T, P BT 1 Sl

e s R R |

La serie oblenida converge para lodos los valores de =.
Notemos que la solucién particular hallada se puede expresar mediante
las funciones elementales: sacando z fuera del paréntesis, obtenemos entre
_paréntesis el desarrollo de la funcidén &<, Por consiguiente,
u :Iexs‘

§ 23. ECUACION DE BESSEL
La ecuacion diferencial de la forma
2y +ay + @ —p)y=0 (p= const) (1)

se llama ecuacion de Bessel.

Es conveniente buscar la solucion de esta ecuacién, igual que
las soluciones de algunas otras ecuaciones con coeficientes variables,
no en forma de una serie de potencias, sino en forma de un producto
de cierta potencia de x por una serie de potencias:

y=21" 2 aa". (2)

h=0

El coeficiente a, podemos considerar distinto de cero a causa
de la indeterminacién del exponente r.
Escribamos la expresion (2) en la forma:

o
y= Z akzr'l-k
h=0
y hallemos sus derivadas:

bl o

v =2 (r+Rar™ =D (r+B0r+k—1)adt">
#0 E=0
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Pongamos estas expresiones en la ecuacion (1):

2 3 (r+ B+ k—1 a4
h=0

+ ka (r+ k) a2 4 (2* — pY 32 g Th =0,
=0 =0

Igualando a cero los coeficientes de = en la potencia r, r + 1,

r+2, ..., r- k, obtenemos un sistema de ecuaciones:
[r(r—1)4+r—p?ap=04¢ [r2—p?)] ap=0,
f(r4+-1)r4-(r41)—p?ay=06 [(r+1)2—p? ﬂ1=9-]

(r+2) (r+ 1)+ (r+2)—p% ag+2g=0 6  [(r+2)2—p?] ag+ag=0, J (3)

((r+-k) (rk—1) 4 (r+-k) —p*] an4-ax-p =0 6 [(r+ k)*—p?] ap+an_p=0.
Examinemos la dltima igualdad:

[(r + k)* —p*l ay + ay—2=0. (3)
Podemos escribirla de modo siguiente:

[(r- bk —p)(r+Ek+play+ ap—2=0.
Seglin la condicién @y = 0; por consiguiente,
P — p* =0,
por eso ry =p 6 ry = — p.
Consideremos primeramente la solucion correspondiente a ry =
=p>0.
Del sistema de ecuaciones (3) se determinan sucesivamente todos

los coeficientes ay, @s, ..., @y queda arbitrario. Ponemos, por
ejemplo, a, = 1. Entonces:

Ap—2

k@2p+k)

Atribuyendo a % diferentes valores, hallemos:

ay= —

a,=0, a;=0, en general, gy, =0; )
1 ]
az=-——-—-—-; a, = T i
2(2p+2) 2-4@2p+2)(2p+4) ‘
(12-.=(— 1)'\"!-1 1 J

2.4.6...2v2p+22p+4...2p+2)
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Introduciendo los coeficientes hallados en la férmula (2), obtenemos.
2

= zP |:1 S —
& 20+ 2

4
z 8

: : -
2 ACp @+ 4 246@p+2)Er+ N2+ ©
Todos los coeficientes a,v se determinan, puesto que, para todo k,

el coeficiente de a; en la ecuacién (3)

(ry + k) — p?

es distinto de cero.
De este modo, y, es una solucion particular de la ecuacién (1).
Determinemos ahora en que condiciones, con la segunda raiz
ry = — p, se determinan todos los coeficientes aq,. Esto tiene lugar
en el caso en que, para cualquier ntmero % >0 entero y par
se cumplen las desigualdades

, (ry + k)? — p2 £ 0 (6)
4]

rz -+ k& 2.
Pero, p = ry, por consiguiente,

ra -+ k5 ry.

De este modo, en el caso dado la condicién (6) es equivalente
a la siguiente:
Ty — s Fk,
donde k& es un nimero par positivo entero. Pero,
ry=p, e = —7n,
por consiguiente,
ry — Ty = 2p.
Por tanto, si p no es ignal a un ndmero entero, se puede escribir
la segunda solucién particular que se obtiene de la expresion (5)
sustituyendo p por —p:
2 &
U = = [1 = :C -} ¥ g
2(—2p+2) 2:4(=2p+2)(—=2p+ 9%

x° -
TEAB— 24D (2t (20 ] @

Las series de potencias (5) y (5") convergen para todos los valores
de z. lo que es faeil determinar, aplicando el criterio de d’Alembert
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También es evidente, que y; e y» son linealmente independientes *).
La sclucion y, multiplicada por cierto factor constante, se
llama funcidn de Bessel de primera especie de orden p, y se designa
por el simbolo J,. La solucién y, se designa por el simbolo J _,.
De este modo, para p no igual a un nimero entero, la solucién
general de la ecuacién (1) tiene la forma
y=CiJy + CaJ -
Asi, por ejemplo, para p = 1/2 la serie (5) se escribe asi:

4 z* z* o ]
221 — — =
[ 2.3+2.4.3.5 %6357 7

X
iy
=]
w
[

3 ] 7
Y S
Esta soluecion multiplicada por el factor constante | -r-zl— se Hama

funcion de Bessel J¢; notemos que la expresion entre paréntesis
5

es la serie cuya suma es igual a senz. Por cousiguiente,

9
Jy(z) = ]/-"— sen .
3 az

Igualmente, aplicando la férmula (5), obtenemos:

2
1 (2) = —co8.x.
3 iz
La integral general de la ecuacion (1) para p = 1/2, es:
' V== Ci-@ (z) + Cod 4 ().
2 z
Sea, ahora, p un nimero entero que designemos por n (n > 0).

La solucién (5) en este caso tiene razén y es la primera solucion
particular de la ecuacién (1).

*) La independencia lineal de las funciones se comprueba de modo siguiente.
Examinemos la correlacién

" z2 - zd
i I—— 2(—2p+2) ' 2:4(—2p+2)(—2p+4) 7
"1 . 2 + rd .
2(2p+2) " 2:4@2p+2)(2p+4)
Esta correlacién no es constante puesto que, cuando z — 0, ésta tiende al
infinito. Por consiguiente, las funciones y, e y, son linealmente independientes.
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Pero, la solucién (5’) no tiene razén, puesto que uno de los fac-
tores del denominador en el desarrollo se anula.
Para p = n entero positivo, la funcién de Bessel J, se deter-

mina por la serie (5) multiplicada por el factor constante Z:nl (v

cuando n = 0, multiplicado por 1):
n &

J,,(x)=—"-‘~[1— AT x -
2"n! 202n+42) ' 2.4(2n+ 2) (2n+ 4)

2 ]
T 2.4.6(2n+ 2)(2n+4}(2n+6)+

Ll

- {__ 1}'\' (i)n+2v ?
Jn(ﬂ_EvI(na{-v)! 2) &

y=q
Se puede mostrar que en este caso es preciso buscar la segunda
solucion particular en la forma

Ky(@)=J, (@) Inz+4 2™ D) bt
n=0

Poniendo esta expresion en la ecuacion (1), determinamos los
coeficientes by,

La funcién K, (z), con los coeficientes determinados de esle
modo, multiplicada por cierto factor constante, se llama funcidn
de Bessel de segunda especie de orden n.

Esta es la segunda solucién de la ecuacién (1) que, junto con
la primera, forma un sistema linealmente independiente.

La integral general toma la forma

y = CiJq (2) + C2K, (2). ' 8)
Notemos que
lim K, (x) = oo.
x=+D
Por consiguiente, si queremos examinar las soluciones finitas
para z = 0, entonces, debemos poner €, = 0 en la formula (8).
Ejemplo. Hallar la solucion de la ecuacién de Bessel para p=0
TR
V- y+r=0,
que satisface a las condiciones iniciales: para z=0
y=2, y'=0.
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Solucién. Basindonos en la férmula (7), hallamos una solucién particular:

(—n(_)_ 1 x)=,1 2\4 4 [z\$
J“"‘"z o \z) =TT (2) +a@p ()~ (2) +-
V=0l
Aplicando esta solucién, podemos escribir la solucién que satisface a las
condiciones iniciales dadas, es decir:
y = 2Jq ().
Observaciéon. Si debemos hallar la integral general de la ecuacién dada,
tenemos que buscar la segunda solucién particular en la forma
m
Ko(r)=Jglnz4 § N bazt,
k=0
Sin citar todos los cdleulos, indiquemos que la segunda solucién parti-
cnlar que designemos por K, (z), tiene la forma:

Ky(r)= Jg (%) In ..-:—} _;.;.__(_;)_2 (%_)‘ ( I_)’_—l-) L

by (3)" () =

Esta funeion, multiplicada por cierto factor constante, se llama funciin
de Bessel de segunda especie de orden cero,

Ejercicios para el capitulo XYI

Escribir unos cuantos primeros términos de la serie segin el término
geveral dado:

{ nd (nl)2 an
— . 2, Up=——r. & =30 A = (=)
YT I ¥ Iy ¢T n=(—4"" g
. unzg-'-n:‘-[ l—v.i'i3--|‘1.

Estudiar la convergencia de las siguientes series:

R 'I
i %4—-2%-4-%—;—”.—;--;7‘-1—“. Respuesta: Converge. d : — L

1. up=

vw 20
1 1 ; 4
e ...k ———-+... Respuesta: Diverge. 8. 2 {—-——I——»—ln
VR VT 3
n-1 1 1 1
o d—— ... llespuesta: Diver ra— ...
+ eoptes i Vi ] y n6
1 244 9
Respuesta: Diverge. 10. - ("d_) + (—) +oaey -,-( ) ... Respursta:
7 4
Converge. 11. T}‘I-%—l_%{_-‘l%_i_"'_}-%‘{-'" Respuesta: Diveege.
12 L Y] . 1 lespuesta: Converge
=+ —_-—|-...+m-[-v... esy : Converge.
Estudiar la convergencia de las series con términos generales dados:
1 i
13. un=—1-. Hespuesta: Converge. 1A. wp=5—. Respuesta: Diverge.
[

nd

A
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15. up = 2 . Respuesta: Diverge. 16. u,,=—1—"|-1. Respuesta: Diverge. 17.
Sn--1 34 n2
1 1 o
Up —m . fespuesta: Converge. 18, u,_, T Hespuesta: Diverge.

19. Demostrar la desigualdad
1 1 1 1 i 1
1+"2—+§+---+; >In(n4-1) >'§'+‘3—+---+‘m .
20. ¢{Es aplicable 0 no el teorema de Leibniz a la serie
1 1 1 1 n 1 ¥
1 =3 = T = + CRC +“_— I T . J
Vi-1 1/2+1+1,/3—1 V341 Vn—1 Vn+1+
Respuesta. No es aplicable, puesto que los términos de la serie no decrecen
mondtonamente en valor absoluto. La serie diverge.

Cuantos primeros términos hay c!]ue tomar en las series siguientes para
que su suma difiera no mas que en 1/10° de la suma de la serie correspondiente:

1 1 1 1 1 1
21. '2—_'?—'"?_?4'“'"}"(_1)““?’7""”' Respuesta: n=20. 22, Ty

| 1 1 = 4 s 1 1 1
—?+T_‘§+”l+(_1) ?—f-. Resputsca. n= ‘105. 23. T‘_—?_F‘&_z_

O 1 i e A8 1_ 1 1,___
—-—5-«--|-...+(—1)“W+... Respuesta: n=10%, 24. 553 -1—2‘3’4

-—2—.3—‘14—_—5—-1- e (—1)" -:—l - ... Respuesta: n=10.

Determinar cudles de las series siguientes convergen absolutamente:

RO, SRREL N, R TR e S
B A—grt gt H )y

1 1 1 1 & 1 1

Hespuesta: Con-

verge absolutamente. 26. T m e (=
: 1 1 1 1 =
Respuesta: Converge absolutamente. 27, W_m+m—m+' (=1
1 . it 1 ,

e +... Respuesta: Converge condicionalmente, 28. —1- -IV—E—% -
-%--E-!—,--l-...(——!)” 1__ -+ ... Respuesta: Converge condicionalmente.

Va yn

Hallar la suma de la serie:

1 1 1

29. m-{-m—[—. e —i—m—r... Respuesta: 1/4. Para que valo-

e n
res de = convergen las series: 30. 1 +—§--§---’-1——]— ans +:T+--- Respuesta:

2

4 Pl
—2L <2, 3. x——z-z—-{—W—?-I—.”+(—1}“+1—nz—+... Hespuesta:

-—lgr‘ 1. 32. 3z 434zt 43%0+ ... 3™ L ... Respuesta: |z <—1-.
3

2 s
33. 1+ 1190;4-— 12050; —|—‘1 (:030‘,.?(: + .. Hespuesta: —oo < < o,
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34. sen x- 258L1§-E—4 sen %-{-...-—:—.’“sen -;—';--{—. .. Respuesta: —co < z < co. 35.
E z? : zn

RYE —|—2 3 4+t " Vn 4 ... Hespuesta: —1 <Lz 1. 36, x4

+ i

ot ah nt

+E—zﬁ+-31—:~ﬂ+...-}?z"+...—|— Respuesta: —oo <<x<oo. 37. 2z}
2L sz Rl e , nl . 22

4---2-? 2ty 3L Ny ™ |- ... Respuesta: —e < x<e. 38, :c-i--—‘ﬁ 22

.0.3)2 2
B —(1—%&— i |...4 -(n—”-— " ... Respuesta: —A4<x< 4. 39, Hallar la
suma de la serie x4-2224 ... 4 nx™ ... (x| < 1).
Indicacién. Escribir la serie en la forma
B . oL T B S
B e L o S
et fxdg
I
......... Respuesta: m .

Determinar cudles de las series siguientes son mayorantes en los segmentos
indicados;

. 2 N
40. 1"'"1%"'3_2"?"' 4T b (0<w <1). ltespuesta: Mayorante. 41, 1--
x a? a8 . .

g g Tty

9 =
Sir;z + SET;;I - 36:1;23.1: 4 e "el:l:r ... |0, 2:1). Hespuesta: Mayorante.

G .. (07 <1). Respuesta: No mayorante. 42.

Desarrollo de las funciones en series

43. Desarrollar segin las potencias de z y determinar el intervalo

1
U=
de convergencia. Respuesta: Converge para —10 < z < 10. 44, Desarrollar cos x
segin las potencias de (x-—f-] . Respuesta: —~1—_———1—_- (1—1) e ¢

4 V2o Y2 4/ 2R’

] 3

X (z-—-%)g—l—g-_—lﬁa (:;-—%) ... 45. Desarrollar e~ segin las potencias
x2 3

de z. Respuesta: 1—:-&——';—1-—;—! ... 46. Desarrollar e* segin las poten-

2 3
cias de (r—2). Respuesta: ez—!--ez{u;-—2}+% (:c—2)2+;—!{z—2)3+ ... 41.

Desarrollar z3—2z2-} 5z —7 segin las potencias de (r—1). Hespuesta: —3--
+h(e—1) +@—1)+(—1)2

48. Desarrollar el polinomio z10-} 22° — 327 — 628 - 324 | 623 — z — 2
en la seric de Taylor segiin las potencias de z — 1; convencerse de que este
polinomio tiene el nimero 1 como raiz triple. Respuesta:
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fz) =81 (= —1)3+ 270 (2 — 1)% + 342 (2 — 1)6 - 330 (z — 1)8 + 186 (z —1)7 4
+63 (z —1)B 12 (z —1)P 4 (z—1)10,
49. Desarrollar cos (z-1- a) seglin las potencias de x. Respuesta:
z8
casa—zsana—-jl— cosa- —— a sen a+ 4] cosa —
50. Desarrollar In = segin las potencias de (z—1). Respuesta:
1 1
E—1)— (@— 1)=+-13~ (e—1)3 — 2 (z— 4+ ...

51. Desarrollar e* en la serie segin las potencias de (z--2). Respuesta:
n
e S[H-Z (x+2) ]

52. Desarrollar cos? z en la serie segiin las potencias de (: —

= P . 2n-1
TS

n=1

Fis
—4—) . Respuesta:

53. Desarrollar % en la serie segin las potencias de (z-}-1). Respuesta:
o0
> () (1) (—2<z<0).
n=0

54. Desarrollar tg = en la serie segin las potencias de (xﬁ%) . Respuesta:

{42 (x_--—) 448 (z‘—z)g—i-...

Escribir los primeros cuatro términos del desarrollo en la serie segin las
potencias de = de las funciones:

278 1727

< + -:—33-+ _— 56. £f08x Respuuta:

55. tgz. - Hespuesta: x+T

3 4 8 3
(f—%—-.‘*%q%—— ) 57. MO8 X, Respuesta: 1 4-z4 -f- %
Tzt 2 ?z‘
i +... 58. In(1-4-¢%). Respuesta: ln2—f—-§——T+—3§4—4+
2 4
59. "M *. Respuesta: 1+z+1:——%+... 60. (1—{—:}1. Respuesta: 14 z2—
3
-—~z——f———5~ x4 — ... 61. scrx. Hespuesta: 1+ + % + 62. Incosaz.
2 4 8
Respuesta: -—IT——%—Z—S~... 63. Desarrollar sen kz segiin las potencias-

—E—..‘. 64. Desarrollar sen?z

de x. Hespuesta: kz — (k;])s -+ (k)0 == (kz)?

5l 7l
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segiin las potencias de z y determinar el intervalo de convergencia. Respues-

0y2 284 256 92n—1z2n -
e T e T DL A Lyt s ; ;
ta: o i = G o (—1) @t -... La serie converge
para todos los valores de z. 65. Desarrollar 1_:_&_2 en la serie scglin las
potencias de z. Respuesta: 1—a2+a1—z0--...  66. Desarrollar arctg = en la serie
x
segiin las potencias de z. Indicacién. Aprovechar la formula arctg z= g 1—_{_{12;7 3
[
0
PR M L. (—1<z<1). 67. Desarroll :
espucsta  r— g 5 ——:J,——f-u. < ) . Desarvollar RETSLE

en la serie segiin las potencias de =z. Hespuesta: 1—2z--3a%—4a%+ ...
(—1<z<).

Aprovechando las férmulas del desarrollo en serie de polencias de las fun-
ciones e*, sen x. cosx, In (1 - 2), (1 + x)™ vy aplicando difcrentes procedi-
mientos, desarrollar en series de potencias las funciones y determinar los inter-
vilos de convergencia:

3 5
68, senh ». Nespuesta: x +T§T +-3_,;—I—I— vee (—oc < xr < o). 69. cosh z.

i

v Feee (=m0l x L0 70, cos?z, Hespuesta: |-}

2
Respuesta: 1-- %‘ +

'“-17 by (—_1();{;;}’“ (—o<r<Con)  Th (14z)In(4x). Hespu sta:

n=1{
s n
x‘."z (“1)"'01—jj)7“1| < 1. 72, (11-=x)e’ ™, Respuesta: 1~
et
o
—I—Z (—1)nt n;i " {—oo <z < o) 73. 'zfl_—“v-zT’ Respuesta:
n=2
i an x_{ 2
I 2 i F 5 x
—:,.-T (121< V). 74, = . Respuesta: 1 [.._2!_+?!-_|_ sk
n=>0
"1 1 i
,-—M—-l-... (—oo < x < oo). 75. W Respuesta: Z (n+1)z"
n=0
3 5 —
(|z|<1). 76. e“senz. Respuesta: z+:ﬂ-§—%-‘—%+__.+1/2"x
nn z" , P
X sen—— -+ ... (—o<L o). 1. 24V 1F22 Respuesta: x—
1 =% 4.3 a2b 1.3...(2n—1) 227+t
i R AT
x L]
T
78. Swd:. Respuesta: S (=t EL (z1< ).

n=1
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x . o
arctgz , . N 22Nk :
79. S — —dr.  Respuesta: l (—1)n @ (—1<z<1)
n=0
= 2
cos x P , @
80. S = dz. fespuesta: C-F1n| x| E (—1)" m}
n=1
s d = on-8
(—oo <z<{0y0 < z<C o). 81, § _l——ix'”_ . Respuesta: SInTB'
0 n=1

82. Demostrar las jgualdades:
sen (a- )= sen a cos 4 Ccos & sen z,

€08 (a+-x) = cos a ¢OS ¥ —sSen 4 Sen x,
desarrollando los primeros miembros segin las potencias de z.
Aprovechando las series correspondientes, calcular:
83. cos 10° con precisién de hasta 0,0001. Respuesta: 0,9848.
84. sen 1° con precision de hasta 0,0001. Respuesta: 0,0175.
85. sen 18° con precision de hasta 0,001. Respuesta: 0,3090.

86. sen % con precision de hasta 0,0001. Respuesta: 0,7071.

87. arctg 1/5 con precision de hasta 0,0001. Respuesta 0,1973.
88. In con precision de hasta 0,001, Respuesta: 1,609.

89. log,o 5 con precision de hasta 0,001. Respuesta: 0,699.

90. arcsen 1 con precision de hasta 0,0001. Respuesta: 1,5708.
91. Ve con precigion de hasta 0,0001. Respuesta: 1,6487.

92. log e con precision de hasta 0,00001. Respuesta: 0,43429.
93. cos 1 con precision de hasta 0,00001. Respuesta: 0,5403.

Desarrollando en la serie de Maclaurin la funcién j{x)::njf a"-fz, caleu-
lar con precisién de hasta 0,001:  94. /30, Respuesta: 3,407. 95. 1/70. Kes-
puesta: 4,121, 96, '}”501'1. Respuesta: 7,937,  97. Y/ 250. Respuesta: 3,7,
98. /84. Respuesta: 9,165. 99. V2. Respuesta: 1.2598.

Desarrollando el integrando en la serie, caleular las integrales:
1

100. S 9‘021 dr con precision de hasta 10°5.  Respuesta:  0,94608.

]
1
101. S e~ dz con precision de hasta 0,0001. Respuesta: 0,7468.
0
L
4
102, S sen (z2) dz con precision de hasta 0,0001. Respuesta: 0,1571.
0

a-
2

103, S e ¥ *dz con precision de hasta 0,01. Respuesta: 0,81,
0
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0,5 .
104. S AT dr con precision de hasta 0,001. Hespuesta: 0,487.
0
1
105. 5 cos 1/ de con precision de hasta 0,001. Respuesta: 0,764.
i
5 N
5
106. S In (14 7/z) d= con precisién de hasta 0,001. Respuesta: 0,071,
0
LI
107. i e " dz con precision de hasta 0,0001. Respuesta: 0,9226.
0
1‘.
)
108. K———-—_:/B:x dz - con precision de hasta 0,0001. Respuesta: 0,0214.
e —_
0
0,5
109. S con precisién de hasta 0,001. Respuesta: 0,494,
0
1 ; 8
110. S n(1+:} dr. Respuesta: W'

Indicacion. Al resolver este ejemplo y los dos siguientes es (itil lener
en cuenta las igualdades:

e 1 n? ad 1 n?
E?T 2 (Zn—1z 8 °
n=1 n=1
que serin obtenidas en § 2, capitulo XVIIL.
1
o 2
111, SM&:. Respuesta: Ll 112, gln it dz . Res-
F3 6
0
. ,‘LE
puesta:  ——.

Integracion de las ecuaciones diferenciales por medio de las series

113. Hallar la solucién de la ecuacién y" ==zy que satisface a las condi-
ciones iniciales: para z—=0 e y=1,
Indicacién: Buscar la salucldn an la forma de una serie.

x:’gh
Respuesta: 1+ 3 2Tt 5 a5 TIEEe @ =D

114. Hallar la solucién de la acuamon y +zy —|—y -0 que satisface a las
ondiciones iniciales: para z=0e y=0, ¥’
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zb (— 1)m+1 zan-1
185 T LIt ="
115. Hallar la solucién general de la ecuacién
¥yt zy’ (z'—%) y=0.
Indicacién. Buscar la solucién en la forma
y=2P (Ap+ Az + Apz?4-...).

z8
Respuesta: z— =5 -+

Respuesta:
1

Cyz? [l—%}—l—%—?—:—i—...]+Gz:_-}[i—:—’+%—...]=

V= Vz
116. Hallar la solucién de la ecuacidn zy"-4y’-zyp=0 que satisface
a las condiciones iniciales: para #=0, y=1, y'=0.
24 x s z2h
2z~ (aaps T (T et
Observacién. Las dos ltimas ecuaciones diferenciales son los casos par-
ticulares de la ecuacién de Bessel

"2y 2y’ A (21— n3) y=0

R s facdl
espuesta; —ﬁ-}- -

para n=1/2 y n=0.

117. Hallar la solucién general de la ecuacién 4zy” 42y’ 4-y=0.

Indicacién. Buscar la solucién en forma de una serie

z? (ag+ @z + apz?-...),

Respuesta: Cycos \/z+Cpsen |z,

118. Hallar la solucién de la ecuacién (1 —a?)y"—zy’ =0, que satisface
a las condiciones iniciales: para z=0e y=0, y'=1.
z8 1 3 b 1 3 5 a7
3Itzs st

119. Hallar la solucién de la ecuacién (14-z2) y”-- 22y’ =0, que satisface
a las condiciones iniciales: para z=0e y=0, y’'=1.

z3 28 7
Respuesta: x——+T—T+...

3

120. Hallar la solucién de la ecuacién y" =2yy’, que satisface a las con-
diciones iniciales: para z =08 y=1, y'=1.

3 4 b
Respuesta: 1+::+-:§-r+24i1+ .3.53;__|_ ...

Respuesta: z-- Jz—

121. Hallar la solucién de la ecuacién (1 —x)y‘=1-}-z—y, que satisface
a las condiciones iniciales: para z=0 e y=0, indicando el intervalo de con-
vergencia de la serie obtenida. :
N z% z8 T4
Respuesla. x+—m-+-2—3-+3—.4+... (=1 <<z <)

122. Hallar la solucién de la ecuacién zy"+y=0, que satisface a las
condiciones iniciales: para z=0 e y=0, y'=1, indicando el intervalo
de convergencia.

21-538
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z? z3 z4
Respuesta: 9:—[“:'!24—(2”33—-—{3!)‘44—... (—oo <<z <L ).

123. Hallar la solucién de la ecuacién y” -+ %—y'—s—yzu. que satisface

a las condiciones iniciales: para z=0e y=1, y'=1.
nzr :

Respuesta:

124. Hallar la solucién de la ecuacion y”-{--::;- y'y=0, que satisface
a las condiciones iniciales: para z=0 e y=1, y’ =0, indicando el intervalo
de convergencia de la serie obtenida.
Bt o )
espuesta: 70 +- 22_42-—2,‘_4!_52-{*... (| x| < o).

Hallar los primeros tres términos del desarrollo en una serie de patencias
de las soluciones de las ecuaciones diferenciales siguientes cuando se verifican

las condiciones iniciales indicadas:

3
125, y' =22} y?, para z=0 e y=1. Respuesta: 1—i—::—|—zz+—ég—~—'_—

ex?  x3
126. y" =eV-}uz, para x=0e y=1, ' =0. MNespuesta: 1+T+—B—-j-

127. y' =seny—senz; para z=0 e y=0. HRespuesta: 3 8

Hallar unos cuantos términos del desarrollo en una serie de potenciag
de las soluciones de las ecuaciones diferenciales cuando se verifican las con-
diciones iniciales indicadas:

128. y"=yy' —z2, para =0 e y=0, y'=0.

o xR 2z3  8rd 1428

Respuesta: !—1—:+2—1+-ﬁ-+TI_+T

129, y'=y? 429, para z=0e y=1/2.

1 1 1 1 a
S TR LIPSO 2 DL |
Respuesta: 5 b % x4 3 24 6 z +32 b, ..

130. y' =22 —y?; para x=0e y=0.
1 1 2

. = 23 7

Respuesta: 3 T 79 74 T3

it —

131, y'=a%y?—1; para z=0e y=1.

? z3 x4 2B

Respuesta: 1—:+T—-2_+T____

132. y'=eV+-zy; para =0 e y=0.
z2 223 11z4

Respuesta: z+T+T+m+,_.



CAPITULO XVII

SERIES DE FOURIER

§ 1. DEFINICION. PLANTEO DEL PROBLEMA
La serie de funciones de la forma

%+alcos:¢+ b,s;en.z—f—azcosz:r—}- bysen 2z 4 ...,

o, de modo més conciso, la serie de la forma

- <]
a
Eﬂ -+ E (a, cosnx 4+ b, sennz), 1)
n=1
se llama serie trigonométrica. Los nimeros constantes a,, a, y
by (n =1, 2, ...) se llaman coeficientes.de la serie trigonométrica.

Si la serie (1) converge, su suma es una funcién periédica f (z)
de periodo 2, puesto que sen nz y cos nz son funcicnes peri6dicas
de periodo 2sm.

De este modo,

f(x) =f(z+ 2m).

Planteemos el problema siguiente,

Sea dada una funcién periddica f (z) de perfodo 2x. ¢En qué
condiciones se puede hallar para f (x) la serie trigonométrica que
converge hacia la funcién dada?

En el presente capitulo resolvemos este problema.

Determinacion de los coeficientes de la serie mediante las
férmulas de Fourier.

Supongamos que una funcién periédica f (z) de periodo 27 es
tal que se puede representarla como serie trigonométrica que con-
verge hacia la funcién dada en el intervalo (—m, =), es decir, es
la suma de esta serie:

f(x}=f§+2(ancosmz+b,,sennz). _ 2
n=j

21
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Supongamos que la integral de la funcién de primer miembro
de esta igualdad, es igual a la suma de las integrales de los tér-
minos de la serie (2). Esto tendra lugar, por ejemplo, si suponemos
que la serie numérica formada de los coeficientes de la serie trigo-
nométrica dada converge absolutamente, es decir, converge la serie
numérica positiva siguiente:

|"—2° Flal+ bl +lal+15i+ .+l +lbl+... @

Entonces, la serie (1) es mayorante y, por consiguiente, podemos
integrarla término a término en el intervalo de —n a . Aprovechamos
eato para calcular el coeficiente a,.

Integramos ambos miembros de la igualdad (2) dentro de los
limites de —n a -

T on

Sf(.r)dx: S- Ezla'x+ 2(5 a, cosnz dz -+ 5 bnsann:cdz).

=g -n n=i - -
Calculemos por separado cada integral del segundo miembro:

S ﬂd.z:::mo;

n

n
Hig
Sancosnxdx=angcosnzdx=w =0;
s ot n -
n a
n
S b, sennzdr=b, S aennxda::bncosm =0.
oy 5L n —-n
Po'r consiguiente,
n
f(2) dz = ma,,
-n
de donde
n
1
Gn=;gf{1)d1- (4)
-

Para calcular los demés coeficientes de la serie necesitamos ciertas
integrales definidas las que examinaremos preliminarmente.
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Si n y k son ntimeros enteros, se verifican las siguientes igualdades:
si n s« k, tenemos:
n b

§ cos nzcos kzdz=0;
-
§ cos nzsen krdzr=0; m

T

{ sennzsenkzdr=0;

i )
pero, si n = k, entonces:

T
§ costkzdz=m;
—-n

\ senkzcoskzrdz=0; (IT)

kL
§ sen®kzdzr=n.
-—n
Calculemos, por ejemplo, la primera integral del grupo (I). Puesto que

cosnxcos kz = -21— [cos (n -+ k) z + cos (n — k) z],

entonces:
I : o
S cosnzcosk:dx:—i— S cos (n+ k) zdzx +
bt 1 4 -0
T
+% 5 cos(n — k) zdz=0.
-1
De modo semejante es posible obtener también las demés férmu-
las (I) *). Las integrales del grupo (II) se ealculan directamente
(véase capitulo X, tomo I).
Ahora podemos calcular los coeficientes a, y b, de la serie (2).
Para hallar el coeficiente ap cuando k == 0 tiene cierto valor
determinado, multipliquemos ambos miembros de la igualdad (2)

*) Mediante las férmulas

cos nz sen kz = 1/ [sen (n + k) z — sen (n — k) z],
sen nz sen kz = 1/ [— cos (n -+ k) z + cos (n — k) z].
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por cos kz:

f(z)cos ke = ? cos kx -+ 2 (a,cosnzcos kz + b, cosnxcos kr). (2)

n={

La serie del segundo miembro de la igualdad es mayorante,
puesto que sus términos no superan en valor absoluto a los términos
de la serie convergente positiva (3). Por eso, podemos integrarla
término a término en cualquier segmento.

Integremos la igualdad (2’) dentro de los limites de —m a

n

n
Sf(:r)cosk.cizz% g cos kz dx -}-
-n

-n

o n n
4 2 (a,. 5 cosnzcos krdr 4 b, 5 sen nxcos kx da:) ’

n={ -n -n
Tomando en consideracion las férmulas (II) y (I), notamos que
todas las integrales del segundo miembro se anulan, a excepcién
de la integral con coeficiente ay.
Por consiguiente,
n

j [(x)cos krdzr = a; 5 cos® kz dz = ay,
—n -2
de donde
I
ak=-:1t— S f(x)coskxdr. (5)
—f
Multiplicando ambos miembros de la igualdad (2) por sen kz
e integrando de nuevo de —n a x, hallemos:

n n
S,f(x)senkxd;z:bk S sen” kx dr = by,
it —n
de donde:
T
bk_—_% S f (z) sen kx dz. (6)

-n
Los coeficientes determinados por las férmulas (4), (5) vy (6),
se llaman coeficientes de Fourier de la funcién f (z), y la serie trigo-
nométrica (1) formada con tales coeficientes se llama serie de Fourier
de la funcién f (z).
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Ahora regresemos al problema planteado al principio de este
parrafo: ¢jcuédles propiedades ha de poseer la funcién f (z) para que
su serie de Fourier converja y para que la suma de la serie de Fourier
formada sea igual a los valores de la funcién dada en los puntos
correspondientes?

Formulemos el teorema que ofrece condiciones suficientes para
representar la funcién f (z) por la serie de Fourier.

Definicién. Una funcién f (z) se llama monétona por trozos en
el segmento [a, bl, si este dQltimo se puede dividir por los puntos
Zy, &y, ..., T, 4 en un nimero finito de
intervalos (a, zy) (4, Z2). . . . . . (z, —1b) de
modo que la funcién sea monétona en cada
uno de los intervalos, es decir, que ella
sea 0 bien no creciente, o bien no decre-
ciente.

De la definicion se deduce, que si la
funciéon f (z) es monétona por trozos y aco-
tada en el segmento [a, b], entonces puede 7
tener s6lo puntos de discontinuidad de Fig. 356
primera especie. Efectivamente, si z = ¢
es un punto de discontinuidad de la funcién f (z), entonces, en
virtud de la monotonia de la funcién existen los limites:

A

lim f(z)=f(c —0), lim f(z)=f(c+0),

x=+c—0 x=+c+0
es decir, el punto ¢ es punto de discontinuidad de primera especie
(fig. 356).

Formulemos ahora el siguiente teorema.

Teorema. Si la funcién periédica f (z) de periodo 2n es mondtona
por trozos y acotada en el segmento (—m, 1), entonces la serie de Fourier,
formada para esta funcién, converge en todos los puntos. La suma de
la serie obtenida s () es igual al valor de la funcidn f (z) en los puntos
de continuided de la funcién. En los puntos de discontinuidad de la
funcion f (z) la suma de la serie es igual al medio aritmético de los
limites de la funcién f (z) a la derecha y a la izquierda, es decir, siz = ¢
es un punto de discontinuidad de la funcién f (z), entonces tenemos:

_te—0+fle+0)

§(T)x=c = 2

De este teorema se deduce que la clase de las funciones que
pueden ser representadas por las series de Fourier, es bastante am-
plia. Por eso las series de Fourier han encontrado una amplia apli-
caci6bn en diferentes ramas de las mateméticas. Con particular
éxito las series de Fourier se emplean en la fisica matematica y en
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sus aplicaciones a los problemas concretos de mecanica y fisica
(véase el capitulo XVIII).

Demos el teorema citado sin demostracién. En los parrafos
8-10 demostremos otro criterio suficiente para que una funcién
sea desarrollable en la serie de Fourier. Este criterio se refiere, en
cierto sentido, a la clase mas estrecha de funciones.

§ 2. EJEMPLOS DE DESARROLLO DE LAS FUNCIONES
EN SERIES DE FOURIER

Demos los ejemplos de desarrollo de las funciones en series de Fourier.
Ejemplo 1. Sea una funcién periddica f(z) de periodo 2z definida de modo

siguiente:
f(g)=2, —a<zLm.

Es una funcién mondtona por trozos y acotada (fig. 357). Por consi-
guiente, permite el desarrollo en la serie de Fourier.

ALT/IXIAT L A
‘/QHVZWVIOV?JTVM X

Fig. 357

Segin la [érmula (4) § 1, hallamos:

1
1 1 z2 |n i
aa=? Sxdx:—-—--—in =}
-1

7
Aplicando la férmula (5) § 1 e integrando por partes, obtenemos:

1

b
1 n 1
“k:; S z €08 ka dx=?‘- [:c
-

J
—— kx de | =0.
LT Ssen z :c]

sen kx
k

Segin la formula (6) § 1, hallamos:

2

n
08 kx |T 1 p T T
Con e +T3003kxdz]—-( f)ers = .
—=n

n
by = kA S ::semkrdxz-—l—[—xc
11 1 k

-—Jt
De este modo, obtenemos la serie

k.
”x)zz[se:u: ser212x+sm;3z__“. (— 1)+t set; z+.“] )

Esta igualdad tiene lugar en todos los puntos, excepto los de discontinui-
dad. En cada punto de discontinuidad la suma de la serie es igual al medio arit-
mético de losplimites de la funcién a la derecha y a la izquierda, es decir,
88 cero.
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Ejemplo 2. Sea una funcidn periédica f (z) de periodo 2z definida de modo
siguiente:

flz) = — z para —n L z < 0,
fz)=zpara0 <z <
(es decir, f(z) = =z|) (fig. 358). Esta funcién es también monétona por
trozos y acotada en el segmento — n <z < 1.

)

-5 -4 -3 -2 -7 al 21 37 47 6T X
Fig. 358

Determinemos sus coeficientes de Fourier:

a=— {1 S [r)d:=%|: § (—r)dx+§ :dx]=n.

n

—_i;-[ S (—z) cos k:cd:+§ zcaskzd::]z.

0
+-;:— S sen kz dx -

:csen kx|

__1‘[ ::sen}rz
T

i [ __coskz |0
Tk k

-

2 0 para k par,
- (cuskn—-i}-:{

‘J'I
. ?Ssenkxdx]=
i}

cos kx |%

k2 - niﬁ para k impar;
0 n
b"‘::rci [ S (—x) sen kx dz - S :rsenkxdz]:(}.
-0 0
De este modo, obtenemos la serie
_ 4 lcosxz cos 3z  cos 5..1: cos (2p+ 1)z ]
1@=5—= 5 L = RRE L cusc ST

Esta serie converge en todos los puntos y su suma es igual a la funcién dada.

Ejemplo 3. Sea una funcién periddica f (=) de periodo 2it definida de modo
siguiente:

f{(x)=—1 para —a<lz<0,
f(=z)=1 para 0<r <.

Esta funcién (fig. 359) es mondtona por trozos y acotada en el segmento
—T & TS
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Calculemos sus coeficientes de Fourier:

T 0 n
a0=ui S f(2) dx:-;—[s (—-1):1::-{—3 dx] _
L} 14

0
U]

n
: senkz |0 senkz|®
‘”‘—Tf[S(_1)“’5"”‘1"1'8CDSR:&:]:_.L it ki,
- 0
¢ 8
fm——*[ g (—1) sen ke dz-i- S sen fr dx]:.i_ [cuik: _n—-mikz :]=
AT 0

5 0 para k par,
=z —— 1—005:(}:]—:{ 4
7| 4 .
n 4 Py para k impar.

Por consiguiente, la serie de Fourier de la funcion ¢ :@aminada tiene la
forma

- 1 senz sendr  Senbzr sen (2p+ IJ x ]
}‘ (2') i -+ 3 'l’ 5 T e ,p ue +

Esta igualdad es vilida en todos los puntos, excepto 08 de discontinuvidad

Y
] ’ 1.
=3 =21 - 0 T A an x
]
Fig. 359

En la fig. 360 se indica claramente, como las sumas parciales s, de la serie
representan cada vez mds exactamente la funcién f (z), al aumentar n

Ejemplo 4. Sea una funcién periddica f (z) de periodo 2n definida de modo
siguiente:

f(z) = 2?, —n < = < x (fig. 361).
Calculemos sus coeficientes de Fourier:

8
ET

b 22

- &

:1{.-.

1
2dz =—
i

n

34‘-#-

2
z2cos kr dx-——— [M

v i
=t

-t
o

aMa

z sen kx dz] =
-
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i, [teiskal=

I
2 x Cos kx [T 1
=—— [___T_ _“'+'T S cos kx d:c]
-
ki“ para k par,
= 4 .
—a para k impar;
Yi
1 i,

\ Sre-f?;(mx)

<Y

(.mx+

Fig. 360
y

sm3x 57 5y
J

b -4 3m 2w -mw () T 2

Fig. 361

3

4 5w ox
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n n
1 1 z2cos kx |1 2
=— 2 =t | ——— —_— =
by = S:senkxdx L g [ P -n+k Szmkzdz]
—n e L]
n
2 [xsenkz|n 1
-— e S sen kz dz‘]:O.
—a

Pues, la serie de Fourier de la funcidn dada tiene la forma

2 2r  cos3z
!__,E__- mx_cos T 0. —
e 4( T Tm )

Puesto &Hue la funcién es mondtona por trozos, acotada v continua, esta igualdad

se cumple en todos los pluntns
Poniendo en la igualdad obtenida z=m, obtenemos:
- -]
n? 1
& & er e
n=1{

Ejemplo 5. Sea una funcién periédica f(z) de periodo 2n definida de modo
siguiente:
f(z)=0 para —a<z<0,
f(x)= z para 0< z < n (fig. 362).

s Alnaa

-5 4w Sw  EAmw -

Fig. 362
Determinemos los coeficientes de Fourier:
0 n
1 n2 =
ag s,f(z)z [SUd:-}-Szdz] = 7
r —n
n " n
a,..-_-.-:E- S z cos kx d.:--— [ﬁe_g__: o_% S sen kz d:r:] =
0

2
=L cos kx lx__ Tk para k impar,
nk k |0 o

para k par;

E1d
bh=-::— S x sen kz da:=%[—’°°s i I

S cos kz dz]=

1
T para k irapar,

1
—- para k par.
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De este modo, la serie de Fourier toma la forma:

n 2 fcosz  cosdxr  cosbr senx sen 2z  sen 3z
== (S +5 - JH (T )

En los puntos de discontinuidad de la funcién f(z) la suma de la serie es
igual alpmedio aritmético de los limites de la funcién a la derecha y a la
izquierda (n sea, en el caso dado, al nimero %)

Poniendo en la igualdad obtenida z=0, tenemos:

a2 1
-3—=Z (2n—1)% *
n=1

§ 3. UNA OBSERVACION SOBRE EL DESARROLLO
DE LA FUNCION PERIODICA EN LA SERIE DE FOURIER

Indiquemos la siguiente propiedad de una funcién  (z) peri6-
dica de periodo 2mn:
ht2n

Sv@dr=§ v@ada,

cualguiera que sea el nimero i.
En efecto, como

¥ (E — 2n) = (B),

entonces, poniendo z = § — 2x, podemos escribir, para cuales-
quiera ¢ y d:

o d4-2n d+2n d-+2mn
Y¢@de= §| vE—-2m)di= § $@EdE= | v(2)dr.
e et+2n c+2n c+2n
En particular, poniendo ¢ = — n, d = %, obtenemos:
i; A+_2n
Y b (@) dz= 9. V¥ (2) de,
por eso
Atom Atzn

| v@dr= [ p@dit § p@drt | P dem

—nt n A a
=1 v@dz+ [ v@dz+ § y@de= § y(x)da.

La propiedad indicada significa que la integral de una funcién
periédica 1 (x) en un segmento arbitrario de longitud igual al
periodo, siempre tiene un mismo valor. Es facil ilustrarlo geométri-
camente: las dreas rayadas en la fig. 363, son iguales.
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De la propiedad demostrada se deduce que, al calcular los coefi-
cientes de Fourier, podemos sustituir el intervalo de integracién

2r A 3w 47T A+2TT 57
Fig. 363
(—mn, n) por otro (A, A -} 2m), es decir, podemos poner:
A+2n A+2xn
PR S f@ds,  a,—1 S 7 (2) cos nz dz,
' 0
b, % S f (x) sen nz dx, J
A

donde A es un namero arbitrario.

Esto se deduce de que la funcion f (z) es, segin la hipotesis,
periddica de periodo 2s; por consiguiente, las funciones f (z) cos nz
y f (z) sen nz son también las funciones periddicas de periodo 2.
Mostremos con un ejemplo cémo en algunos casos la propiedad de-
mostrada simplifica el proceso de caleculo de los coeficientes.

Ejemplo. Supongamos que se necesita desarrollar en la serie¢ de Fourier
la funcién f (z) de periodo 2x, que, en el segmento 0 < z < 2m, estd dada por
la igualdad

@) ==

La gréfica de la funcién f (x) se representa en la fig. 364. Esta funcién estd
dada en el segmento [—n, n], por dos férmulas: f(2) = z-} 2n en el seg-

Yy

3

L34

2r 27 W 8r 7 8t x

Fig. 364

mento [—x, 0], y f (z) = z, en el segmento [0, n]. Al mismo tiempo en el
segmento [0, 2n] esta funcién estd dada de modo mds simple por una fér-
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mula f(z) = z. Por eso, para desarrollar esta funcion en la serie de Fourier
es mas provechoso utilizar las férmulas (1), poniendo A = 0;

2n 2n
ag 5%3 f(z)de=— S z dz =2nm;
2n 2n - S
t14
ans;i— S f(z)cos nx dz = .1'11 S z cosnzdzz? [z_ma_::t_§+co::z:|o =0;
T 0
1 2n 25 1 ‘ 2 2
i ¢ rcosnz sennx’)in
b":T S f (z)sen n.:;:dz:T 5 :aennzdx—-;[— = —nz—]u ==
0 0
Por consiguiente,
f{r)=n—"2¢cen r—_i)senz:\:—u_—i%n 3;—-%3@1\ fu‘—%senﬁx—r...

Esta serie representa la funcion dada en todos los puntos, excepto en los de
discontinuidad (es decir, excepto los puntos z = 0, Zx, 4m, ...). En estos
untos la suma de la serie es igual a la mitad de la suma "de valores limites de
a funcion f (z) a la derecha y a la izquierda (es decir, en el caso dado, al ni-
mero ).

§ 4. SERIES DE FOURIER
PARA LAS FUNCIONES PARES E IMPARES

De la definicién de las funciones pares e impares se deduce que
si{ (x) es una [uncion par, entonces

T

&
§ 4’(x)dr=2;\}ﬂ=(x)dr
-n

Efectivamente,

n o

§ ¢ (@) de= kwt:c)dxﬂw)mstp(—r}dxdrwtr)

= 3 ¥ (2) dz + Swm rlr=2li¢(-r)dx.

puesto que, segin la definicién de nna funcion parp (—x) — P (2).
Andlogamente se puede demostrar que si ¢ (z) es una functén
impar, entonces:

E1 s

So@a={o(-ndr+ {o@dr=— ¢@ds+] g0 dr=0.

Si una funcién impar f (z) se desarrolla en la serie de Fourier,
el producto f (z) cos kz es también una funcién impar, y f (z) sen kz
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es una funcién par; por consiguiente,

ao=%- 5 f(2) de=0;

ak=;t— S f(z)cos kaxdx =0, 1 (1)
1 n 2 n

bkz;r-l- 5 f(z) sen kz dx = F S f (z) sen kx dzx,

es decir, la serie de Fourier de una funcién impar contiene wola-
mente senos» (véase el ejemplo 1, § 2).

Si una funcién par se desarrolla en la serie de Fourier, un pro-
ducto f (z) sen kz es una funcién impar y f (z) cos kz es una funcién
par; por consiguiente

[

1 (2) dx,

4

s
I
ajro
ey o=y oy

f(z)cos kx dx, (2)

f(z)senkzdz=0,

4

I
afm=

|
"

es decir, la serie de Fourier de la funciéon par contiene ¢solamente
cosenosy (véase el ejemplo 2, § 2).

Las férmulas obtenidas permiten simplificar los calculos de
los coeficientes de Fourier, cuando la funci6n dada es par o impar.
Es evidente que no toda funcién periddica es par o impar (véase
el ejemplo 5, § 2).

Ejemplo. Supongamos que es necesario desarrollar en la serie de Fourier
la funcién par f (z) de periodo 2n definida en el segmento [0, n] por la igualdad

y=ax

Ya hemos desarrollado esta funcion en la serie de Fourier en el ejemplo 2,
§ 2 (véase fig. 358). Calculemos de nuevo los coeficientes de Fourier de esta
funcién, aprovechando la paridad de esta funcion.
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En virtud de las formulas (2), by = 0 para cualquier k;

T LS
a -;i Id.‘l=ﬂ, a =.£ ICDS’\'I(II=£[- zsenkz _cﬁskx -
07 k= & L

n 0

0 para k par,

AN A ]
ﬂk‘ (=1 ! { —% para k impar.

Hemos obtenido los mismos coelicientes que en el ejemplo 2, § 2, pero
de modo mds breve,

§ 5. SERIE DE FOURIER
PARA LA FUNCION DE PERIODO 2¢

Sea f (x) una funcién periédica de periodo 2I, distinto, hablando
en general, de 2m. Desarrollémosla en la serie de Fourier.
Sustituyamos la variable segin la férmula:

&= .

l
b1
Entonces, la funcién )'(?t) es una funcién periddica de ¢, de

periodo 2n. Podemos desarrollarla en la serie de Fourier en el
segmento —JU-< T TG

f(%t)::%ﬂ-{-E(ahcoskt-;— by sen kt), (N

h=1
7t
l 1 l
f(;l:_t)dt‘ ak—gg_f(zf)ﬁoﬂktdt,
-
. t
1 l
bk:; S f(}}‘ t)senkrdt.

1 4

Aliora regresemos a la variable anterior z:

donde

=1

=

g =
:-ll!-_—_':l

It

r=—1, te=x—, dt-—.:—i,-dx.

~| 8

22-536
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Entonces tendremos:
i

{
az%g}'(z}dz, akzllgf(:)cuskixdx,

l
=1 =
; @
1 n
bh=—1-5f(:.t)senk—l.rdr. |
Cd 3
La formula (1) toma la forma:
f(.r):%—l—g(akcosk—znx—!— bksenk—?:.r), (3)

k=1

donde los coeficientes ag, a, b, se caleulan segin las formulas (2).
Esta es precisamente la serie de Fourier de una funcién periédica
de periodo 2I.

Notemos que todos los teoremas que han tenido lugar para las
series de Fourier de las funciones periddicas de periodo 2m, son
vilidos también para las series de Fourier de las funciones peri6dicas
de cualquier otro periodo 21. En particular, queda en vigor el criterio
suficiente del desarrollo de una funcién en la serie de Fourier (véase
el fin de § 1): la observacién sobre la posibilidad de caleular los
coeficientes de la serie, integrando en un segmento arbitrario de
longitud igual al periodo (véase § 3), asi como la ohservacion sobre
la posibilidad de simplificar el cilculo de los coeficientes de la serie,
cuando la funcién es par o impar (§ 4).

Ejemplo. Desarrollar en la serie de Fourier la funcién periddica f () de
pfe_rit.u:!{:?'){j 2)1. definida en el segmento [—!I, I] por la igualdad f(x) = |z |
(Tig. 5).

~4n  =3n 2w -7 0 w2 3m 4w 5w X
Fig. 365
Solucién. Puesto que la funcion examinada es par, tenemos:

]
bp=0;, ag=-—+ S xdr=1,
i
0 para k par,

! n
9 T 1
ﬂk=%s=c"3 ke d:c=~:21TS:cuskxdx={ Al ara k impar
0 0 “ame P P
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Por consiguiente, el desarrollo tiene la forma:

: cos Xz cos 3y cos Z2ED T,
o4 1 R I &
|#|=5—38 i e S ¢ T |

§ 6. DESARROLLO DE UNA FUNCION NO PERIODICA
EN LA SERIE DE FOURIER

Supongamos que en cierto segmento [a, b] estd dada una funcién

mondtona por trozos f (z) (fig. 366). Mostremos que podemos repre-
sentar esta funcién f (z) en los puntos de su continuidad por una

y

fix)

A-2u 0A a b Ar2u Ay x

Fig. 366

suma de la serie de Fourier. Para eso examinemos una funcién
arbitraria periédica mondtona por trozos f, (z) de periodo 2p >
> | b — a |, que coincide con la funcién f (z) en el segmento [a, b].
(Hemos completado la definicion de la funcién f (z)).

Desarrollemos la funcién f; (z) en la serie de Fourier. La suma
de esta serie en todos los puntos del segmento [a, b] (excepto los
de discontinuidad) coincide ,con la funcién dada f(z), 16 que
significa que hemos desarrollado f () en la serie de Fourier en el
segmento [a, bl.

Examinemos ahora el siguiente caso importante. Sea f (z) una
funciéon dada en el segmento [0. !]. Completando la definicién
de esta funcion de modo arbitrario en el segmento [—I, 0] (conservan-
do la monotonia por trozos), podemos desarrollar esta funciéon en
la serie de Fourier, En particular, si completamos la definicién
de la funcién dada de modo tal que para —I <z <0 sea
f (x) = f (—z), obtenemos en definitiva una funcién par (fig. 367).
(En este caso se dice que la funcién f (z) «es prolongada de manera
par»). Esta funcion se desarrolla en la serie de Fourier que contiene

22+
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solamente cosenos. De este modo la funcién f (z), dada en el segmen-
to [0, I, la hemos desarrollado en serie de cosenas,

Si continuamos la definicién de la funcién f (z) para — 1 < z << 0
de modo tal que f (z) = — f (— z), obtenemos una funcién impar
que se desarrolla en serie de senos (fig. 368). (La funcién f (z)
«eg prolongada de manera impar). De este modo, si en el segmento

¥
f
|
& e e i
M ! 7 [ %
I - 1 !
L ‘ .
0 { X
Fig. 367 Fig. 368

[0, 1] esta dada cierta funcién monétona por trozos f (z), podemos
desarrollarla tanto en la serie de Fourier de cosenos, como en la
serie de Fourier de senos,

Ejemplo 1. Desarrollar la funcién f(z) ==z en el segmento [0, n] en la
sorie de senos.

I Solucién. Prolongando esta funcién de manera impar (fig. 357) obtenemos
a serie:

senx sen2z , Sendx
e[z tm o]

(véase el ejemplo 1, § 2).

Ejemplo 2. Desarrollar la funcién f(z) =z en el segmento [0, n] en la
serie de cosenos.

Solucién. Prolongando esta funcién de manera par, tenemos:
flx)=|z|, —n<<z<nn

(fig. 358). Desarrolldndola en la serie, hallamos:

n 4 Mcosz , CO83x  CoOSDx
f(l')=—2"__n‘[ i +—g—+ 5 +"':|

(véase el ejemplo 2, § 2). Pues, en el segmento [0, n] tiene lugar la igualdad

n 4 [cosx  cos3x  cosbr
em g [Tt ]
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§ 7. APROXIMACION EN PROMEDIO
DE UNA FUNCION DADA
CON AYUDA DE UN POLINOMIO TRIGONOMETRICO

La representaci6én de una funcién en una serie infinita (de Fourier,
Taylor, etc.) tiene practicamente el sentido de que la suma finita,
que se obtiene al interrumpir la serie en el n-ésimo término, es una
expresiéon aproximada de la funcién que se desarrolla; esta expresién
aproximada se puede llevar hasta cualquier grado de precisi6n,
eligiendo un valor suficientemente grande de n. Sin embargo,
el cardcter de la representaci6én aproximada puede ser diverso.

Asi, por ejemplo, la suma s, de los r primeros términos de la serie
de Taylor coincide con la funcién examinada en un punto, y en este
altimo tiene las derivadas hasta el n-ésimo orden que coinciden con
las derivadas de la funcién analizada. Un polinomio de Lagrange
de n-ésimo grado (véase § 9, capitulo VII, tomo I) coincide con
la funcién considerada en n -+ 1 puntos).

Analicemos el carécter que tiene la representacién aproximada
de una funcién periédica f (zr) por los polinomios trigonométricos
de la forma

L0
Sa (2) = 529 -+ Z a, cos kz -+ by sen kz,
k=1
donde ag, @y, by, @2, bs, . .., Gy, b, son los coeficientes de Fourier,
es decir, por la suma de los n primeros términos de la serie de Fourier.
Hagamos primeramente algunas observaciones.

Supongamos que tenemos una cierta funcién y = f (z) en el
segmento [a, bl y queremos evaluar el error, cometido al sustituirla
por otra funcién @ (z). Se puede tomar en calidad de medida del
error, por ejemplo, méx | f(z) — ¢ (z) | en el segmento [a, Bl
es decir, asi llamado desvio mdzimo de la funcién ¢ (z) de f ().
Pero a veces es més natural tomar, como medida del error, asi llamado
desvio medio cuadritico 8 que se determina por la igualdad

b

S [f (@) — @ (@) dz.

Explicaremos en la figura 369 la diferencia entre el desvio medio
cuadratico y el maximo.

Supongamos que la linea continua representa la funcién
y = f (z) y las lineas punteadas, las aproximaciones ¢, (z) ¥ 92 (2).
El desvio méximo de la curva y = @, () es menor que él de la
curva y = @, (z), pero el desvio medio cuadritico de la primera

1

8 =
(b —a)
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curva es mayor que él de la segunda, puesto que la curva y = g, (z)
difiere considerablemente de la curva y = @ (z) sélo en un intervalo
estrecho y por eso caracteriza mejor a la curva y = f (z) que la
primera.

Regresemos ahora a nuestro problema.

Fig, 369

Sea dada una funcién periédica f (z) de perindo 2n. Enlre todos
los polinomios trigonométricos de n-ésimo orden

Z——D 4 2 (o, cos kx 4 [y, sen kx)
h=1

es preciso hallar, mediante la eleccién de coeficienles a, y Py, un poli-
nomio tal para el cual el desvio medio cuadrdtico, determinado por
la igualdad

n Hn

2
8% 1 g [} (z —%— Z (ety cos kx + Py, sen k.r]] dr,

2n
- h=1
tiene el valor minimo.
El problema se reduce a la determinacién del minimo de una
funcién 2n + 1 de las variables ag, a4, ..., ¢, Py, P2y . . .5 Pu-
Desarrollando el cuadrado que se encuentra bajo el signo de
la integral, e integrando término a término, obtenemos:

2n

-

e [Ez"- -+ 2 (oty cos kx - By sen k.r}jlu} dr=
h={

B 5 {fz (2) — 2f (2) [-‘1;—+ Z (cun cos kz 4 By sen k.r)] +
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A

o 5 f“{z)da:~—-—~ S f(x)da:———Eah S f (@) cos kxdx +
I

- =1 -
n

7 o by
foin 1 zﬂk S }'{:r)senk:cdx-{-—__. S dzr +

T

‘.:l

-!-2l afScos kxdz + — Zﬁkgaen kx dx +
JL

h=1 —n

n n
o1
—|—2ia ahgco‘skrd:c—i——ao ﬁhgsenkxdx«i—
o 2] z;

h=1 - aZant
n n

-+--—Z Eahaj S cos krcos jrdr +

n n

+—ayp Z Z anf; S cos kz sen jx dr -

=1 j=A -n
ot 2 2 2 Bub; g sen kx sen jr dx.
14

Notemos que

|
,_l,'--""a.-l
—
&
l
=

_:; S f (z) cos kx dz = ay,
L

31‘— S f(x) senkrdr= b,

son los coeficientes de Fourier de la funcién f (2).
Luego, segin las férmulas (I) y (II) § 1 tenemos: para k = j
n

Scoszk:cdxz n, S sen’ kx dr = m,

1 —n

-
S sen kzxcos jrdr =0
1 4
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y para k=% j:
n n
j cos hrcos jrdr =0, 5 sen kz sen jordr = 0.
- =t
De este modo, obtenemos:

n

1 ool
6 —— g 2 (x) dp — =222
. (@) 5

— Z (ctnar + Babsn) + — ag -+ — 2 (ah + BR)-

=1
Adicionando y sustrayendo la suma
n
2
a 1
ff + 2 ( ay + bk):
h=1
tenemos:
2 1 2
6,.—9 f(z) de — =% — — (ﬂk—}-bu}—l- ( — ay)” -+
&% —a k=1
"‘r""' Z (ox — @)* + By — by)* - (1)
k=1
Los tres primeros términos de esta suma no dependen de la
eleccion de los cocficientes ay, @y, . . ., @,, By, ..., B,. Los demés
sumandos

T o=@ 4 D) (o= a0+ (B — b))
h—1

no son negativos. Su suma alcanza el valor minimo (igual a cero),
si ponemos Gy = ag, U = Gy, . .., Oy = Gy, P1 = by, ..., B =
= b,. Con tal eleccion de los coeficientes uy, @y, . . ., @, B1, .. ., Pn
el polinomio trigonométrico

%0_ % 2 (ot c0S kz + By, sen kz)

h=1
difiere en lo minimo de la funcién f (z) en el sentido de que el desvio
cuadritico 8% es minimo.
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Queda demostrado, pues, el teorema.

Entre todos los polinomios trigonométricos de n-ésimo orden el
polinomio, cuyos coeficientes son los coeficientes de Fourier de la
juncién f (z), da el menor desvio medio cuadritico de esta funcién.

El wvalor del desvio cuadritico minimo es igual a:

5f.= 5 (I)dx——-—Z(ﬂH-ba) (2

2n
-7 h=={

Puesto que } 0, para cualquier n tenemos:

= 5!{)&& “°+ E(awbk)

Por consiguiente, la serie del segunda mlemh!‘o converge, cuando
n — oo, y podemos escribir:
T

Sffz)dx'—?‘—“l-E(ﬂ&-Fbk) (3)

1 4
Esta correlacién se llama des;gua!dad de Bessel.
Notemos sin demostracion, que para toda funcién acotada
y mondtona por trozos el desvio medio cuadratico obtenido por la
sustitucién de la funcién dada por n-ésima suma parcial de la serie
de Fourier, tiende a cero cuando n — oo, es decir, 8} — 0, cuando
n —» oco. Pero, entonces de la férmula (9) se deduce la igualdad

a > + 2 (0} + b)) = S £ (z) dz, @)

h=1

que se llama igualdad de Liapunév. (Notemog que A. M. Liapunév
demostré esta igualdad incluso para una clase méas amplia de funcio-
nes que la clase analizada aqui).

De lo demostrado se deduce que para la funcién que satisface
a la igualdad de Liapunév (en particular, para toda funcién acotada,
monoétona por trozos), la serie de Fourier correspondiente da un
desvio medio cuadratico igual a cero.

Observacion. Establezcamos una propiedad de los coeficientes
de Fourier que serd necesaria en lo sucesivo. Al principio, intro-
duzcamos la definicién,

Una funcién f (z) se llama continua por trozos en el segmento
[a, b1, si tiene un nidmero finito de puntos de discontinuidad de
primera especie en este segmento (o es continua en todos los puntos),

Demostremos la siguiente afirmacién.
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Si la funcién f (z) es continua por trozos en el segmento [—mx, ml,
sus coeficientes de Fourier tienden a cero, cuando n — oo, es decir,
lim a, =0, lim b, =0. (4)
n-+o -+
Demostracién. Si la funcién f(z) es continua por trozos en el
segmento [ —mx, n|, la funcién f?(z) también es continua por trozos
n

en este segmento. Entonces, | f*(z)dr existe y es un nimero
-7

finito*). En este caso, de la desigualdad de Bessel (3) se deduce

o
que la serie M (an -+ b3) converge. Pero, si la serie converge,

n=1
entonces su término general tiende a cero, es decir, en el caso
dado lim (a% -~ b%)=0. De ahi obtenemos directamente las igual-

1i=+00
dades (4). Pues, para una funcién acotada y continua por trozos
son vilidas las igualdades

n

lim Ef(.r}cosnzdo::(], lim \ f(z)sennzdr=0.

n—+o —a n-+00 —x

Si la funcién f (z) es periddica de periodo 2x, podemos escribir
las nltimas igualdades de modo siguiente (para cualquier a):

n+in ad2n
lim S f (%) cos nx dx =0, lim § f(2)sennzdxr=0.
n-—*oc n—+o g

Notemos qua estas igualdades quedan en vigor, si inlegramos en
un intervalo cualquiera la, b], es decir. las integrales

Sf(x}cosn.rdx y &f(z)sennzda:

tienden a cero, al aumentar n ludehmdamenw, si f (x) es una funcién
acotada y continua por trozos.

En efecto, para precisar las ideas, suponiendo que b — a << 2n,
analicemos una funcién auxiliar ¢ (z) de periodo 2m, definida de
modo siguiente:

¢ (z) = f(z), cuando a L ax L b,
@ (z) =0, cuando b <<z L a4 2n.
Entonces:
n+_2.n
f(r)cosnzdr= | ¢ (z)cosnzdr,

a

Bt

b a4+2n
Sf(ﬂsennrd:c: 3 @ (z) sen nz dz.

*) Esta 1ntegml podemos rapreseutarls como la suma de integrales defini-
das de las funciones continuas por tramos en que se divide el segmento [—m, x].
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Puesto que ¢ (z) es una funcién acotada y continua por trozos,
las integrales de los segundos miembros tienden a cero, cuando
n — oo, Por consiguiente, las integrales de los primeros miembros
tamdbién tienden a cero. De este modo, la afirmacién es demostrada,
es decir,

b b
lim § f(2) cosnzdr=0; lim § f(z) sennzdz =0 (5)

para cualesquiera que sean los niimeros a y b y la funcién f(2),
continua por trozos y acotada en el segmento [a, b].

§ 8. INTEGRAL DE DIRICHLET

En este pirrafo deduzcamos una férmula que expresa la n-ésima
suma parcial de una serie de Fourier mediante cierta integral.
Necesitaremos de esta formula en los parrafos siguientes.

Examinemos la n-ésima suma parcial de una serie de Fourier
para la funcién peridédica f (z) de periodo 2n:

il i
s, () = ?0 -+ (@, cos kx 4 by, sen k),
donde

: ol
ap = — 5 f(t)cos kt dt, b, = = S f () sen kt dt.
—n —-n
Introduciendo estas expresiones en la férmula para s, (x), obtenemos:

n

5 (2) = S £ dt +
Zn_n

¥ 2 [c-us kx S f(t) cos kt dt 4 22" i S f(t) sen kt dt] ;
= n

h=1 - -
o introduciendo cos kz y sen kz bajo el signo de la integral (lo que
es posible, puesto que cos kz y sen kz no dependen de la variable
de integracién, y por consiguiente, pueden considerarse como cons-
tantes), obtenemos:

i

Sn (.T) — L S f(t) dt +
2n

-

Eyr] ,,
+n—1 ZJ [S /() cos kzcos kt dt +- S )'(t}senkxsenktdt]

h=1 —-x -3t
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Sacando ahora 1/m fuera de los paréntesis y sustituyendo la suma
de integrales por la integral de la suma, tenemos:

n

8 (I)Z—:[- S {%-{— E [f (t) cos kx cos kt + f (t) sen kx sen kt]} dt,
=1

-5

6

sn (x) —-:T 5;( t)[ +Z{coskt cos kz - sen ki sen k:c)] dt =

=— S () [—~+Zcosk(t—-x)] dt. (1)

Transformemos la expresién comprendida entre los corchetes. Sea:

on(z}=%+cosz+cos2z+...+cosnz:

entonces:

20, (z)cosz—=cosz+ 2coszcosz+ 2 coszcos 2z . ..
.. +2cos z cosnz = cos z+ (14 cos 2z)
-+ (cos z -} cos 3z) + (cos 2z + cos 4z) - . . .
.+ lcos(n—1)z+4cos(nt+1)z]=1+2cosz+
4-2c082z+ ...+ 2cos(n—1)z+cosnz+tcos(n+1)z

6 20, (2) cos z = 20, (z)—cos nz - cos (n+ 1) z,
_ cosnz—cos(n-+-1)z
on ()= 2(1—cosz)
Pero:

cosnz—cos{n+1)z=2sen(2n+1)%sen-%,
1—-cosz=25en’%
Por consiguiente,
sen (2n + 1}i
2
o, (2)=

z
2 sen —

2
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De este modo, se puede escribir la igualdad (1) en la forma:

t—zx
2

dt.

Sn (z).:?l-

1 r sen (2n+4 1)
P iaiile

2

Puesto que el integrando es periédico (de periodo 2mx), la integral
conserva su valor en cualquier segmento de integracién de longitud
2nt, Por eso podemos escribir:

e 2sen

P sen(2n1) t;z
Sn (I)=; f{t) 2 sen t—zx dt.
x—-T 2

Introduzcamos una variable nueva &, poniendo ¢ — z = «,
t =z a. Obtendremos, pues, la férmula:

L F sen(2n+1)-g'-
Sy (.r)=-n—5f[z—i—a)—-——a-——doc. (2)
BL 25911-2—

La integral del segundo miembro se llama integral de Dirichlet.

Pongamos en esta formula f(z)=1, entonces: q; = 2, ay = 0,
by =0 cuando k> 0; por consiguiente, s, (z)=1 para cualquier n,
y obtenemos la identidad:

- o
) ' sen (2r -+ 1)—2—
-y S ——— @)

2 o
5 2 sen )

que serd necesaria a continnacion.

§ 9. CONYERGENCIA DE LA SERIE DE FOURIER
EN UN PUNTO DADO

Supongamos que la funcidn f(z) es continua por trozos en el
segmento [—m, m].

Multiplicando ambos miembros de la identidad (3) del parrafo
anterior por f(z) e introduciendo f(z) bajo el signo de la integral,
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obtenemos la igualdad:

f(x)

58:1(2:1—}-1)%
f@== | f@——

2sen%

Sustrayamos, miembro a miembro, esta igualdad de la igualdad (2)
del parrafo anterior y obtenemos:

1 - sen(Zn—I—i}%
sn(@®) —fl@)=— S [f @+ @) —f(@)] ————— da.
—x 253115

De este modo, la convergencia de la serie de Fourier al valor de la

funcién / (z) en el punto dado depende de la convergencia hacia

cero de la integral del segundo miembro, cuando n — co.
Dividamos la ultima integral en dos integrales:

1 = ('.osé—
sn(x)—f{x)=;S[i(z—iia)—f(w)] sen no do +

2sen§

to| =
|-

+ 5 [f(z + @) — [ ()] cos na de,

iye - o o (24
utilizando la férmula sen (2n -+ 1}5 = sen na cos - -+ cos nasen 5

Dividamos la primera integral del segundo miembro de la dltima
igualdad, en tres integrales:

8 o

1 €oS —
Sn(-’\-")—f(-r}=-ﬁ'g[f(-l'+a)-—f(x)] sen na. dot -

-8 2s8en —

2

1 =3 COS —
+;S{f(’»‘+a}—f(-l‘)] sen na do. +

—n 2sen§
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1 - cos &
g Slf(I-FG) — f(®)] ———senna da 4
s

o
250n~2—

[f (2 + &) — ] @] cosna da.

+
ale
;u__..-.,,

Pongamos:
X o) — T
o, @ =LEFD 1@
2

Como f (x) es una funcién acotada y continua por trozos, @, («)
también es una funcién de a, periddica, acotada y continua por trozos.
Por consiguiente, la ultima integral del segundo miembro tiende
a cero cuando n — oo, puesto que es coeficiente de Fourier de esta
funcion. La funcion

cos %
M, () =|f(z 4+ &) — f ()] ———

o
230:1?

es acotada cuando —n L a< —8 ¥y 8 < a < n, ademds:

1y (@) |< M+ M]——

€
2sen 5
donde M es el limite superior de la magnitud |f (z) |. Ademas,
la funcién @, (a) es también continua por trozos. Por consiguiente,
en virtud de las formulas (5) del § 7, las integrales segunda y tercera
tienden a cero, cuando n — oo.
De este modo, se puede escribir:

i COS —
lim [srl (2) — f(®)] — lim —FS[,’ (x+ o) — f(2)] —— 2 senna da. (1)

=X n—seon T

o
2sen 5

La integracion en la expresion del segundo miembro se efectia
en el intervalo — 8 < @ < §; por consiguiente, la integral depende
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del valor de la funcion f(z) solamente en el intervalo comprendido
entre z—08 y z--0. De este modo, de la 0ltima igualdad se deduce
una proposicién importante: la convergencia de la serie de Fourier
en el punto dado z depende solamente del comportamiento de la funcién
f(2) en la vecindad, por pequena que sea, de este punto.

En esto consiste asi llamado principio de localizacién durante
el estudio de las series de Fourier. Si dos funciones f,(z) y f2()
coinciden en la vecindad de cierto punto x, entonces sus series de Fourier
convergen o divergen simultdneamente en el punto dado.

§ 10. ALGUNAS CONDICIONES SUFICIENTES
PARA LA CONVERGENCIA DE UNA SERIE DE FOURIER

En el parrafo anterior hemos mostrado que si una funcién f(x)
es continua por trozos en el segmento [—um, m], la convergencia
de su serie de Fourier en el punto dado , al valor de la funcién f ()
depende del comportamiento de la funcién en cierta vecindad arbi-
trariamente pequena [zp—&, o+ 6] de centro en el punto z.

Demostremos, ahora, que si la funcién f(z) en la vecindad =z,
es tal que existen los limites finitos

i Tt —f @)

i ™ (1)
o Tzt a)—F ()
“1_1.1_1‘_10 e e kg, (2)

y en el mismo punto z, la funcién es continua (fig. 370), entonces *)
la serie de Fourier converge en este punto al valor correspondiente
de la funcién f(z).

Demostracion. Examinemos la funciéon @y(a) determinada
en el parrafo anterior:

-]
@y (o) = fffz‘n'f‘“}—f(fo)]——a' ;
2 sen -"2—

puesto que la funcién f(x) es continua por trozos en el segmento
[—m, ] y continua en el punto z,, entonces es continua en cierta

*) Si se cumplen las condiciones (1) y (2), se dice que la funcién f (z) tiene
en el punto z una derivada a la derecha y una derivada a la izquierda, En la
fig. 370 estd representada una funcién donde ky=tg @y, ko=1tgpy, k4 = ko
Si k1=’2, es decir, si las devivadas a la derecha y a la izquierda son iguales,
la funcién es derivable en el punto dado.
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vecindad [zo — 8, zo - 8] del punto z,. Por eso la funcién @, (a)
es continua en todos los puntos donde a4 0, y | @ | < 6. Cuando
a = 0, la funcién @, (o) no estd definida.

9l

~ o Xp X

Fig. 370
Hallemos los limites lim @, (o) y lim @, (@), utilizando las
a—+0—0 a—~+0+0
condiciones (1) y (2):

(=1
COS8 &

lim @, (@)= lim [f (2o + @) — f(z,)]
a—+0—0 @ —+1—0 2 sen E
2

(s 4
@+ o) —f(z) 2 L

= lim €os 5 =
S T
2
R
lim [(Zo+ ) — /(%) lim =2 lim nosg=k,-1-1=k1.
& ==0—0 (74 a—+0—0 a c—+0—0 2
sen '2-

De este modo, si determinamos adicionalmente la funcién
@, (a) poniendo @, (0) = k,, ésta serd continua en el segmento
[—8, Ol, y por consigniente, también acotada. De modo andlogo
demostremos que :

lim @, (o) = k.
e—+0+0

Por consiguiente, la funcién @, (a) es aeotada y continua en
el segmento [0, 8]. Por lo tanto, en el intervalo [—8§, &] la funcién
@, (a) es acotada y continua por trozos. Regresemos ahora a la ignal-

23-536
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dad (1) § 9 (designando z por )

1 ’ c-os%
lim [s, () —f (zg)] = lim — g [f (x0 + &) — f(x0)] ~— sen net do.
n—+00 n=+o0 R 9 E
5 2sen
0
8
lim_ [ (z) — f(xg)] = lim ;E- ( M, (o) sen ne do.
n-e0a _..a
Basandonos en las formulas (5) del § 7, deducimos que el limite

del segundo miembro es igual a cero, por eso
ltm [s, (7)) — [ ()] =0

lim s, (20) = f (20).

Ti—* 00
El teorema queda asi demostrado.

La diferencia entre el teorema demostrado y el teorema formu-
lado en el § 1 consiste en lo siguiente: como sabemos en el teorema
del § 1 para la convergencia de la serie de Fourier en el punto z,
hacia el valor de la funcién f (z) es necesario cumplir la condicion de
que r, sea un punto de continuidad en el segmento [—mn, n| y la
funcién sea mondtona por trozos; en el teorema recién demostrado
es necesario que la funcién sea continua en el punto z, y que se
cumplan las condiciones (1) y (2), mientras la funcién sea continua
por trozos y acotada en todo el intervalo [—mn, =], Es evidente que
estas condiciones son diferentes.

Observacién 1. Si una funcién continua por trozos es derivable
en el punto z,, es evidente, que se cumplen las condiciones (1) y (2).
Con ello, ky, = k,. Por consiguiente, en los puntos, donde la funcion
f (z) es derivable, la serie de Fourier converge hacia el valor de la
funcién en el punto correspondiente,

Observaciéon 2. 1°. La funcién examinada en el ejemplo 2 § 2
(fig. 358), satisface a las condiciones (1) y (2) en los puntos
0, +2m, 4-4mn, ... En todos los demés puntos esta funcién esderi-
vable, Por consiguiente, la serie de Fourier de esta funcién converge
en cada punto hacia el valor de dicha funcién.

2°, La funcién examinada en el ejemplo 4 § 2 (fig. 361), satisface
a las condiciones (1) y (2) en los puntos +mx, +3xn, 4+5n. En todos
estos puntos esta funcién es derivable y se representa por una serie
de Fourier en cada punto.
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3°. La funcién examinada en el ejemplo 1 § 2 (fig, 357) es dis-
continua en los puntos 4n, +3n, 4+-5n. En todos los demés puntos
esta funcién es derivable. Por consiguiente, en todos los puntos,
excepto los puntos de discontinuidad, la serie de Fourier, que
le corresponde, converge hacia el valor de la funcién en los puntos
correspondientes. En los puntos de discontinuidad la suma de la
serie de Fourier es igual al medio aritmético de los valores limites
de la funcién a la derecha y a la izquierda, en el caso dado la suma
es igual a cero.

§ 11. ANALISIS ARMONICO PRACTICO

La teoria del desarrollo de las funciones en series de Fourier
se llama andlisis armdénico. Hagamos ahora algunas observaciones
acerca del calculo aproximado de los coeficientes de la serie de
Fourier, es decir, respecto el andlisis arménico practico.

Como es sabido, los coeficientes de Fourier de la funcién f (z)
de periodo 2n se determinan por las férmulas

T I

5 f (=) dz; ah=—1n~ E f (z) cos kz dz;
b 1 (
k= f(z) sen kz dzx.

1

g = —
0 n

En muchos casos de la préictica la funcién f (z) se da o bien en forma
de tabla (cuando la dependencia funcional se obtiene como el resul-
tado de un experimento), o bien en forma de una curva trazada por
cierto aparato. En estos casos el célculo de los coeficientes de Fourier
se realiza mediante los métodos aproximados de integracién (véase
§ 8, cap. XI, tomo I).

Analicemos el intervalo —nn < z < = de longitud 2n. Se puede
lograrlo con la eleccién correspondiente de la escala en el eje Ox.

Dividamos el intervalo [—mx, snt] en n partes iguales por los puntos

Ip = — N, Iy, 3.:2‘-. . g Iy = 1.
En este caso la longitud de un segmento parcial serd igual a
27

Az=—,

n

Designemos los valores de la funcién f (z) en los puntos zy, zi,
Zy, ..., Z,, respectivamente, por
yD! Uiy W2y o o oy yn'
23+
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Determinamos estos valores o bien per la tabla, o bien por la grafica
de la funcién dada, midiendo las ordenadas correspondientes.

Entonces, utilizando, por ejemplo, la férmula de rectdngulos
(véase la formula (1) § 8, cap. XI, tomo I), determinamos los coefi-
cientes de Fourier:

2 2 2
Gy Vi, ak—;Zy:coskn. bnh-;;Zy;senkxi-

=i i={ =t
Lxisten esquemas elaborados para simplificar el calculo de los
coeficientes de Fourier. No podemos detenernos aqui en los detalles,
pero notemos que existen aparatos (asi llamados analizadores
armdnicos) que segin la grifica de la funcién dada, permiten cal-
cular los valores aproximados de los coeficientes de Fourier.

§ 12. INTEGRAL DE FOURIER

Sea la funcién f (z) definida en el intervalo infinito (—oo, o0)
y absolutamente integrable en éste, es decir, existe la integral

S 1@l dz=0. )

Sea también la funcién f (z) tal, que se desarrolla en una serie
de Fourier en todo intervalo (—I, +1I):

f[x}=%+2ahcosk7nz+bksen%x, (2)
h=1

donde
{ {

aﬁ=%gf(t}eos£;‘-tdt, bk=—1£—jf(t) sen;%dt. (3)

Poniendo en la serie (2) las expresiones de los coeficientes ay y by
de las férmulas (3), se puede escribir:

i oo 1
- 1 kn kr
fl@)= 51 5f(t}dt+ EZ(gf(t)cns 7 tdt}cost+

-1 : R=1 -1
I
kn kxn 1
+(Sf(t)senTtdi)sen—;x:E-Sf(t)dt—f—

1

1
1
+—: Z Sf(t} [cos%’—ttcos%‘»z—{— sen%{‘-tsen{f—?z] dt

h=1 =l
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1 w 1
to=—at{roat i [100s2t=D 4 @

=1 h=1"—1
Analicemos el problema de qué forma tome el desarrollo (4) durante
el paso al limite, cuando ! — oco.

Introduzcamos las siguientes designaciones:

n 2n [
a=—-‘ a=_' "“a =TTy s ﬁ = — 5
1 7 2 1 k 1 y Aoy ; (5)

Sustituyéndolas en (4), obtenemos:

i oo ]
f(z) =~—2%— S () dt+ i Z (5 f(t)cosey (t — ) dt) Aoy, (6)
n
-l h=1 =i
Cuando I — oo, el primer término del segundo miembro tiende a cero.
En efecto,
i ]

1 1 1 1
—_— t) dt <—5 ¢ dtq—-g 1) | dt =— 0.
2 Slf(J <3 H,”(” 21 _m”(” 21 Q—
Para cualquier [ fijado la expresién entre paréntesis es una fun-

11
l
hasta co. Indiquemos sin demostracién que si la funcién f(z) es
mondtona por trozos en cada intervalo finito, acotada en el intervalo
infinito y satisface a la condicién (1), entonces, cuando I — oo,
la férmula (6) toma la forma:

==] 00

f(x):-:—L-S(S f(t)cosm(t—:r)dt)da. (7)

0 —co

cion de ay (véanse las férmulas (5)) que toma los valores desde

La expresion del segundo miembro se llama integral de Fourier para
la funcién f (z). La igualdad (7) tiene lugar para todos los puntos
donde la funcién es continua. En los puntos de discontinuidad se
cnmple la igualdad

—1—5(5f{t)cusoc(t~x)dt)dz=Hx+0);”z_0). (7)
JL
0 —co

Transformemos la integral del segundo miembro de la igualdad
(7), desarrollando la expresién cos a (t — z):

cos a ({ — x) = cos af cos az -+ sen af sen az.
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Poniendo esta expresién en la formula (7) y sacando cos az y sen az
fuera de los signos de integrales, en las que integramos respecto a la
variable ¢, obtenemos:

o0 oo

f(@)= -:? 5 (5 f{t)cosatdt)cosaxda+

0 —oo

=1 1; g ( S‘ f () sen atdt) senazda.  (8)

Cada una de las integrales respecto a ¢, que se hallan entre parénte-
sis, existe, puesto que la funcién f (t) es absolutamente integrable
en el intervalo (— oo, o0), y por consiguiente, son absolutamente
integrables también las funciones f(f) cos at y f(f) sen at.
Examinemos los casos particulares de la férmula (8).
1. Sea f(z) par. En este caso f (f) cos af es una funciéon par
y f(f)sen at es impar y obtenemos:

? f(t)cosatdt—=2 05 f(t)cosatdt,
—o0 0

E I (f) sen at dt = ().

En este caso la formula (8) toma la forma:

o0

f(x)= -f? S ( S f(t)cosat dt) cos ax da. (9)
&

a

2. Sea f (x) impar. Analizando el cardcter de las integrales en la
férmula (8), en este caso, obtenemos:

oo oo

flo)= -f? 5 ( $ fit) senatdt) sen oux det. (10)

0 ]

Si la funcién f (z) esta definida s6lo en el intervalo (0, co), pode-
mos representarla, para r > 0, tanto por la férmula (9), como por
(10). En el primer caso la definimos adicionalmente en el intervalo
( — o0, 0) de modo par, y en el segundo caso, de modo impar.

Notemos una vez méas que en los puntos de discontinuidad, en °
vez de la expresion f (z) en los primeros miembros de las igualdades
(9) ¥ (10) conviene escribir la expresion

tE+0+iE—0
2
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Regresemos a la féormula (8). Las integrales comprendidas entre
paréntesis son funciones de a. Introduzcamos las designaciones:

oc

A (o) = 1; S f(t)cosatdt,

-— 00
o

B () = -;{;* S f(t)senatadt.

Entonces, podemos escribir la férmula (8) asi:

f(@)= S |4 (&) cos eex 4 B (&) sen az] dex. (11)

Se dice que la féormula (11) da el desarrollo de la funcién f (z) en
armoénicas con frecuencia a que varia continuamente desde 0 hasta
co. La ley de distribucion de las amplitudes y de las fases iniciales
en funcién de la frecuencia « es expresada mediante las funciones
A (a) y B (o). Regresemos a la férmula (9). Pongamos:

o0

F(a) = ]/g S 1 () cosat dt, (12)

0
entonces, la formula (9) toma la férma:

fl@)= 1/;2:- E F (o) cos ax dot. (13)
o
La funcién F (a) se llama transformacién coseno de Fourier para la
funcién f (z).
Si en la igualdad (12) consideramos F (a) como una funcién dada
v f(f), como desconocida, entonces esta igualdad es la ecuacidn
integral para la funcién f (). La férmula (13) da la solucién de esta
ecuacion,

Baséndonos en la férmula (10) podemos escribir las siguientes

igualdades:
2
D (o) = ]/E

f(2)= ]/%

La funcién @ () se llama transformacién seno de Fourier.

f(?)senatdt, (14)

O (er) sen oz det. (15)

R LA T
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Ejemplo. Sea
fe)=e"B¥ (B >0, z>0).
Segiin la férmula (12) determinamos la transformacién coseno de
Fourier:
"2 ¢ 2 @
== = —Bt e R R
F(a)—V = S e cos ctt dt = w PraE "
0
Segiin la formula (14) determinamos la transformacién seno de Fourier:

2 o
® (@)= l/ Q —Bt - ..
(o) = e~ P sen at TETS
Segin las formulas (13) y (15) hallamos las correlaciones mituas:

oo
Eﬁi SOBLD foyucsB5 (' 0h;

A g2
J Pt
i g @ sen ax e'“B” (z >0).
n J -rcc3

§ 13. INTEGRAL DE FOURIER EN FORMA COMPLEJA

Si en la integral de Fourier (formula (7) § 12) estd entre parén-
tesis la funcién par de a, por consiguiente, ésta estd definida tam-
bién para los valores negativos de a. De esto se deduce que podemos
escribir la férmula (7) en la forma:

f(a:):—i— E (5 f(t)ccsa(t-—:r)dt) dex. (1)
2u_m o

Examinemos ahora la siguiente expresién que es idénticamente
igual a cero:
M a0

y (S !(ﬂsencx(t—-x}dt)da:(),

La expresién del primer miembro es idénticamente igual a cero,
puesto que la funcién de o entre paréntesis es una funciém impar
y la integral de una funcién impar dentro de los limites de —M
a -+ M es igual a cero. Es evidente que

M =
lim § {} f@®sena(t —a)dt)da=0
M-voo — M —o0

_S.» (§ 7@ sena(t—z)di)da=0. @)
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Observacién. Aqui es necesario explicar la siguiente circuns-
tancia. Una integral convergente con limites infinitos se deter-
mina asi:
20 e oo
S o@da= § 9@ da+t | ¢(@)da=
— —_— c

a

M
= lim | p@da+ lim § ¢(@da ()

A — - M-—+o00
a condicién de que exista cada uno de los limites delcsegundo miem-
bro (véase § 7, cap. XI, tomo I). Pero, en la igualdad (2) hemos
escrito:

LA

Scp(a}da_ 11111 S ¢ (@) da. ()
Es evidente que puede ocurrir que el 11m1te (**) existe, pero no
existen los limites del segundo miembro de la igualdad (*). La
expresién del segundo miembro de la igualdad (**), se llama valor
principal de la integral. Pues, en la igualdad (2) se estudia el valor
principal de la integral impropia (exterior). En el mismo sentido
seran escritas también las integrales posteriores de este pérrafo.

Al multiplicar los términos de la igualdad (2) por E;-‘ y sumar
con los miembros correspondientes de la igualdad (1), obtenemos:

oo

(x)——-—-— S [j f@){cosa(t —z) -+ :sena(t-—x})dt]

[=1}

oo o0

f(z) =‘l j [ j f @) et dt] de. (3
2n

Esta es precisamente la integral de Fourier en forma compleja.
Podemos escribir la férmula (3) en la forma siguiente:

oo )

__1.__5 : 5 Bt dt) i da,
f@)=r (vzn Yo )

En virtud de la ulnma igualdad, tenemos:

F' () = L__ 5 f(2) €™ dt, (4

2n

oo

1 . —
f ) — 5 F GC) € tazx det. (5)
o= Van J, ( *
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La funcién F* (o), determinada por la férmula (4), se llama
transformacién de Fourier para la funcién f (z). La funcién f (),
determinada por la féormula (5), se llama transformacién inversa
de Fourier para la funcién F* (a) (las transformaciones difieren
por el signo de i).

Ejercicios para el capitulo XVII
1. Desarrollar en una serie de Fourier en el intervalo (—a, m) la funcién

f(x) = 2z para 0 <z < m,
f(z) = = para —n < z < 0.

Respuesta:
1 2 fcosz  cos3r  cosbdx senz sSen2r , sendxr
fac(mrymine, )y (me_min i)

2. Utilizando el desarrollo de la funcién f(x)=1 en ¢l intervalo (0, n}
en senos de arcos miiltiples, calcular la suma de la serie 1 -3 -}"5-—-7-4— -

T
Respuesta: 2°
3. Aplicando el desarrollo en una serie de Founer de "1 funcidn f (z)= 2?2,

.1
calcular la suma de la serie ?"W'JF‘QT_T““
Respuesta: -ﬁ- . ,
4. Desarrollar la funcién f(z):%-—% en una serie de Fourier en el
intervalo (—m, nt).
fiespuesta:
cos 2r  cos3dxr COS4x
Cos r— 52 —ar— T+ an
5. Desarrollar en una serie de Fourier en el intervalo (—=, ) la funcién
1@=—8ED g —x<a<o,
}‘(x):é—(:c—r} para 0Lz n.
Respuesta:

sanx-l-%senh-l-%sen Iz-4-...

6. Desarrollar en una serie de Fourier en el intervalo (—=, n) la funcién
Hz)=—=z para —n<=z<L0,
f(z)=0 para 0w,

Respuesta:

:I'( _2 cos(2nt1)z n—y 360 nZ
2 T@ntiE Z{ W=
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7. Desarrollar en una serie de Fourier en el intervalo (—n, 1) la funcién
f(z)=1 para —a< <0,
f(z)= —2 para 0z <.

Respuesta:

g Z sen (2n-4-1) z
T
'n—tl
8. Desarrollar la funcién f(z)==22 en el intervalo (0, ) en una serie
de senos,
Respuesta:

2
= 2 (1t { +F[(—1)“—i]} sen nz.,
11—1
9. Desarrollar la funcién y=cos2z en el intervalo (0, ) en una serie
de senos.
Respuesta:

4 senz  Jsen 3z  5sen hx
[ +22_.2‘* 92 _ ‘,2'{' :|

10. Desarrollar la funcién y=senz en el intervalo (0, it} en una serie de
COSenos.
Respuesta:

__4_[__+ :t)ii:+cosér S ]

11. Desarrollar en una serie de Fourier la funcion y=e* en el intervalo
(=L 1)
Respuesta:

= (—1)"cos —— il bl e § 1naen'—‘¥

el — - [l Eorget
R et e )EW st Y
n=1 n=1
12. Desarrollar la funcién f(r)=2z en una serie de senos en el inter-
valo (0, 1).
Respuesta:

- -]
2 cos 2nnx
1—— )
n=1
13. Desarrollar en una serie de senos la funcion f(z)=z en el inter-
valo (0, 1),
Respuesta:
i sen

=k e b
:1.2(”“ n )

n=1{
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14. Desarrollar la funcién

: r para 0<Lz<1,
@)= 2—z para 1<z 2

en el intervalo (0, 2): a) en una serie de senos;
b) en una serie de cosenos;

Respuesta:
- (2n+{)m:
Y Za(_ﬂ *W

008{2n+1}m
2 ns Z T (2nF1)?



CAPITULO Xvill

ECUACIONES DE LA FISICA MATEMATICA

§ 1. TIPOS FUNDAMENTALES DE LAS ECUACIONES
DE LA FISICA MATEMATICA

Se llaman ecuaciones fundamentales de la fisica matematica
(para el caso de unas funciones de dos variables independientes)
a las siguientes ecuaciones diferenciales con derivadas parciales
de segundo orden.

I. Ecuacion de onda:
u o,

—=a’—

; 14

ot oz )

A la necesidad de analizar esta ecuacién conduce el examen de

los procesos de vibraciones transversales de una cuerda, vibraciones

longitudinales del vastago, oscilaciones eléctricas en un conductor,

oscilaciones torsionales de un 4rbol, oscilaciones de un gas, ete.
Esta ecuacion es la mds sencilla de tipo hiperbélico.

1I. Ecuacién de conduccién de calor o eenacién de Fourier:

ou 172
——-='-€lz-a—2-5- . (2)
at 0z
A la necesidad de analizar esta ecuacién conduce el examen de
los procesos de propagacién de calor, filtracién de liquido y gas en
un medio porose (por ejemplo, filtracién de petréleo y gas en are-
niscos subterraneos), algunos problemas de la teoria de probabili-
dades, etc. Esta ecuacién es la mis sencilla de tipo parabélico.

II1. Ecuacion de Laplace:

u | Fu
P »é?r.(}. (3)
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151 examen de los problemas sobre campos eléctricos y magné-
ticos, sobre e} estado térmico estacionario, problemas de la hidro-
dindmica, difusién, ete., plantea la necesidad de analizar esta
ecuacion, Iista ecuacién es la mas sencilla de tipo eliptico.

En las ecuaciones (1), (2) y (3) la funcién desconocida u depende
de dos variables, Se estudian también las ecunaciones correspondien-
tes para unas funciones con mayor nimero de variables, Asi, la
ecuacion de onda con tres variables independientes tiene la forma:

& u 3 (rfu qu) =
==t =], (1)
at* ax® = ayt
la ecuacion de conduceidn de calor con tres variables independientes
tiene la forma:
i of Fu . Fu
——:(1"(—2—’*‘:—?:), (2‘)
at dz”  dy

la ecuacion de Laplace con tres variables independiente tiene la
forma:

&Fu au + (IH:- —o0. 3)
oz ay* adz”

§ 2. ECUACION DE OSCILACIONES DE UNA CUERDA.
FORMULACION DEL PROBLEMA CON VALORES DE CONTORNO.
ECUACIONES DE OSCILACIONES ELECTRICAS
EN LOS CONDUCTORES

En la fisica matemética bajo el término de cuerda se entiende
un hilo flexible y elastico. Las tensiones que surgen en la cuerda en
cualquier momento, estin dirigidas por la tangente a su perfil,
Supongamos que en ¢l momento inicial la cuerda de longitud [ esta
dirigida a lo largo del segmento del eje Ox desde 0 hasta I. Supon-
gamos también que los extremos de la cuerda estian fijados en los
puntos z = 0 y x = [, Si desviamos la cuerda de su posicién inicial
y luego la dejamos en libertad, o bien, sin desviar la cuerda, si
damos en el momento inicial a sus puntos cierta velocidad, o si
desviamos la cuerda y damos a sus puntos cierta velocidad entonces
los puntos de la cuerda comienzan a realizar unos movimientos y se
dice que la cuerda comienza a vibrar. El problema consiste en la
determinaciéon de la forma de la cuerda en cualquier momento y en
la determinaci6én de la ley de movimiento de cada punto de la cuerda
en funcién del tiempo.

Analicemos pequeiias desviaciones de los puntos de la cuerda
a partir de la posicién inicial. Por tanto, se puede suponer que el
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movimiento de los puntos de la cuerda se efectia perpendicularmente
al eje Oz y en un mismo plano. Bajo esta suposicién el proceso de
oscilacion de la cuerda se describe por una funcién u (z, t), que da
la magnitud de desplazamiento de un punto de la cuerda de abscisa z
en el momento t (fig. 371).

Puesto que examinamos pequeflas desviaciones de la cuerda
en el plano (z, u), supongamos que la longitud del elemento de la

&
uz,t)
4l z oz 1 z
Fig. 371

cuerda — MM, es igual a su proyeccién sobre el eje Oz, o sea ¥),
— MM, = z, — zy. Supongamos también que la tensién es igual
en todos los puntos de la cuerda; designemos esta tensién por T.

u
o
F M @+Ap
A0 | x Twdz i T
Fig, 372

Analicemos el elemento de la cuerda MM’ (fig. 372). En los
extremos de este elemento actian las fuerzas T dirigidas por las
tangentes a la cuerda. Supongamos que las tangentes forman con
el eje Oz los angulos @ y ¢ -+ Ag. Entonces, la proyeccién sobre
el eje Ou de las fuerzas que actian sobre el elemento MM’ serd
igual a Tsen (¢ 4+ Ag) — Tsen ¢. Puesto que el angulo ¢ es peque-

*) Esta suposicién equivale al despreciamiento de la magnitud u'x en
comparacién con 1. En efecto,

xg

Xg Xa
"Mst-—-S V1+u;‘dx=s (1-',-%1;;?—...) dz =~ S dz = zg—zy.

x1 xy x1
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fno, podemos poner tg ¢ = sen ¢, entonces tenemos:
Tsen(p-+ Agp) — T'sen g =~

5 T 6 (o ) — Ttgq,“_'_?.[é‘u(x-w‘- Az, &)  du(z, :}]=

oz dx

u(z +0Az, 1) Fu(x, y)
s NG R 5 %) Wi e N T B
ar* he oz =

0<b<<1
(aqui hemos utilizado el teorema de Lagrange para la expresion
comprendida entre corchetes).
Para obtener la ecuacién del movimiento, hay que igualar las
fuerzas exteriores, aplicadas al elemento, a la fuerza de inercia.
Sea p la densidad lineal de la cuerda. Entonces la masa del elemento

2
de la cuerda serd pAz. La aceleracién del elemento es igual a %’;
Por consiguiente, seglin el principio de d’Alembert, tenemos:

#u Fu
Ar—=T— Azx.
RO o az*

Reduciendo por Az y designando por %- = a*, otenemos la ecuacion

del movimiento
Fu 20
or ozt
Esta es la ecuacidn de onda, o sea, ecuacién de vibracidn de la cuerda.
Para la determinacién completa del movimiento de la cuerda la
ecuacién (1) es insuficiente. La funcién desconocida u (z, t) debe
satisfacer ademés a las condiciones de contorno que indican lo que
se hace en los extremos de la cuerda (x =0 y z = [), y a las con-
diciones iniciales que describen el estado de la cuerda en el momento
inicial (¢ = 0). El conjunto de las condiciones de contorno e inicia-
les se llama condiciones con valores de contorno.

Sean, por ejemplo, como hemos supuesto, fijos los extremos de
la cuerda para x = 0 y = = [. Entonces, para todo ¢ han de cum-
plirse las igualdades:

u (0, t)y =0, (2)

w(l, 1)=0. (27
]Ebistas igualdades son las condiciones de contorno para nuestro pro-
lema.
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En el momento inicial £ = 0 la cuerda tiene una forma determi-
nada que le hemos atribuido. Sea esta forma determinada por la
funcién f (). De este modo, debe ser

u(z, 0)=ul—g="1(2). 3)
Luego, en el momento inicial ha deser dada la velocidad en cada

punto de la cuerda que se determina por la funcién ¢ (z). De este
modo, debe ser

.

3t lt=o e @)

Las condiciones (3') y (3") son las condiciones iniciales.

Observaciéon. En particular, puede ser f(z) =0 ¢ g (2) = 0.
Pero, si f(z) =0 y ¢ (z) = 0, entonces la cuerda estd en reposo,
por consiguiente, u (z, t) = O,

Como hemos indicado arriba, a la ecuacién (1) conduce también
el problema de las oscilaciones eléctricas en los conductores. Demaos-
tremos esto. La corriente eléctrica en el conductor se caracteriza
por la magnitud i (z. t) y la tensién v (z, f) que dependen de la coor-
denada z del punto del conductor, y del tiempo ¢t. Examinando el
elemento del conductor Az, podemos escribir que la caida de ten-

sion en el elemento Az es igual a v (z, t) — v (z -+ Az, = g; Ax.
Esta caida de tension se compone de la dhmica, igual a iRAz, e
inductiva, igual a% L Az. '
Pues,

O S B R ’;—: LAz, 4%

o
donde R v L son resistencia y coeficiente de autoinduccién calen-
lados por una unidad de longitud del conductor. El signo de menos

se toma porque la corriente fluye en direccién inversa al incremento
de v. Reduciendo por Ax, obtenemos la ecuacién

duv ai
— 4 iR L—=0.
dx at )

Luego, la diferencia entre la corriente que sale del elemento Az
y la corriente que entra en éste por el tiempo At, serd:

i(x, ) —i(z+ Az, !)z-—-—qi—AzAt.
dx

24-538
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Una parte de esta diferencia se gasta para cargar elemento y es
igual a CAx—gi’—At; la otra parte se gasta en forma de fuga a tra-
vés de la superficie lateral del conductor debido a la imperfeccion
del aislamiento y es igual a Av Az At (aqui, A es el coeficiente
de fuga). Jgualando estas expresivnes y reduciendo por Az At, obte-
nemos la ecuacion

oi
—4C
ox

—‘;:’—+Av:0. )

Las ecuaciones (D) y (6) suelen llamarse ecuaciones telegrdficas.

Del sistema de ecuaciones (5) y (6) se puede obtener la ecuacién
que contiene solamente la funcién desconocida i (z, t) y la ecuacién
que contiene solamente la funcién desconocida v (z, t). Derivemos
los términos de la ecuacidn (6) rospecto a z y los términos de la
ecuacion (5), respecto a t, y muliipliquémoslos por €. Después
de la sustraccion obtenemos:

2. 3 2.
LA SR L LT XL -5?3‘- =0,
oz” ox dx dt

x Y- g o - e e
Poniendo en la Gltima ecuacion la expresion Ld; de Ia ecuacion (5),

tenemos:
% ( . ai) i 9%
LR (T JE L5 L R R
aa” + at A ot*
i)
0% _cr 2 | cR+an)2- 4 AR )
a2 ot *at ’

De modo andlogo se obtiene la ccuacién para Ja delerminacién
de v (z, 1):

v Fv dv
——=CL— CR -+ AL ARv.
P Py + (CR+ AL) pa + v )]

Si se puede despreciar la fuga a través del aislamiento (4 = 0)
y la resistencia (R = 0), las ecuaciones (7) y (8) pasan en las ecua-
ciones de onda:

2 _ 9% 29 _ 0%
a8 a9zt ot
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donde estd designado: a2=%. Partiendo de las condiciones fisi-
cas, se formulan las condiciones de contorno e iniciales del pro-

blema.

§ 3. SOLUCION DE LA ECUACION
DE VIBRACIONES DE UNA CUERDA
POR EL METODO DE SEPARACION
DE LAS VARIABLES (METODO DE FOURIER)

El método de separacién de las variables (o método de Fourier)
que examinemos ahora, es tipico para la solucién de numerosos
problemas de la fisica matematica. Supongamos que se requiere
hallar la soluciéon de la ecuacidn

(?251' o E: 52u
att  ox*

M

que satisface a las condiciones con valores de contorno siguientes:

u (0, t)=0, (2)
u(l, 1)=0, (3)
u(z, 0)=7(a), (4)
713

i (2). (5)

Busquemos la solucién particular de la ecuacién (1) (que no es
igual idénticamente a cero) que satisface a las condiciones de con-
torno (2} y (3) en forma de un producto de dos funciones X (2) y T (8
de las cuales la primera depende solamente de 2, y la segunda, sola-
mente de t:

u(x, ) = X (x) T (). (€)

Poniendo en la ecuaci6n (1), obtenemos: X (z) T (f) = a®*X" (2) T (1)
y, dividiendo los términos de la igualdad por o*X T,
r_x .

ar X ®

En el primer miembro de esta igualdad se encuentra la funcién
que no depende de z, en el segundo, la funciéon que no depende de ¢.
La igualdad (7) se verifica sélo en el caso en que los miembros
primero y segundo no dependen ni de 2, ni de ¢, es decir, son iguales
a un numero constante. Designémoslo por — A, donde A = () (luego

4%
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examinemos también el caso de A << 0). Pues,

£,
al X
De estas ignaldades obtenemos dos ecuaciones:
X"+ 20X =0, (8)
T+ a®T = 0. (9

Las soluciones generales de estas ecuaciones serdn: (véase
cap. XIII, § 21):

X (2) = A cos VAz + Bsen Via, (10)

T (x) =Ccos aVit—l—DsenaV?_Lr, (11)
donde A, B, €, D son constantes arbitrarias.

Sustituyendo las expresiones X (z) y T (f) en la igunaldad (),
obtenemos:

u(z, t)= (A cos Vz + Bsen Vix) (CcosaVrt+ D sen @'Vl

Fscojamos ahora las constantes A y B de modo que se cumplan las
condiciones (2) y (3). Puesto que 7' () =0 (en easo contrario
u (z, t) = 0 lo que contradice a la condicién planteada). la funcién
X (z) debe satisfacer a las condiciones (2) y (3), es decir, ha de ser
X (0) = 0, X () = 0. Poniendo los valores z =0 y z = [ en la
igualdad (10), en virtud de (2) y {3) obtenemos:

0—A-1-+ B0,
0= Acos VAl + Bsen VAl=0.

De la primera ecuacién hallamos que A = 0. De la segunda obte-
nemos:

B sen .Vil = ().
B == 0, puesto que en caso contrario seria X = 0y u =0, lo que
contradice a la condicion, Por consiguiente, debe ser:
' sen VAl =0,
de donde

Vx=’? (==, B i) 12)

(no tomamos el valor n = 0, puesto que en este caso serfa X =0
y u = 0). Pues, hemos obtenido

X=~H senn—:t z. (13)
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Los valores hallados de % se llaman propios para el problema dado
con valores de contorno. Las funciones X (x), que les corresponden,
se llaman funciones propias.

Observacién. Si tomamos en vez de — A la expresion + A = k2,
entonces la ecuaciéon (8) adquiere la forma:
X" — kX =0.
La solucién general de esta ecvacidn:

X = A 4 Be k=,

La solucién en semejante forma que difiere de cero no puede satis-
facer a las condiciones de contorno (2) y (3).

Sabiendo J/'A y aprovechando la igualdad (11) podemos escribir:
T(t):ccosﬂz"c+bsen3’?x Giwmd, 2. 0i); (14)

Para cada valor de n, por consiguiente, para cada A, ponemos
las expresiones (13) y (14) en la igualdad (6) y obtenemos la solu-
cién de la ecuacidén (1) que satisface a las condiciones de contorno
(2) v (3). Designemos esta solucién con u, (z, 1):

un (z, t)zsnnﬂ'i—[:c(cn cos?t+})n sen%ft). (15)

Para cada valor de n podemos tomar sus constantes C y D, y por eso
eseribimos C, y D, (la constante B estd incluida en C, y D,). Puesto
que la ecuacién (1) es lineal y homogénea, entonces la suma de solu-
ciones también es una solucién, y por eso la funcién representada
por la serie

u(z, t)= Z u, (x, 1)
ne=y

o0

ux.t=?( nC Gy nsenﬂnt)sengz, 16
(x, 7) 2l C.co 7 + D ; ; (16)
n=1t

también serd la solucion de la ecuacién diferencial (1) que satisfa-
cern a las condiciones de contorno (2) y (3). Es evidente, que la
serie (16) serd la solucién de la ecuacién (1) solamente en el caso
en que los coeficientes C, y D, son tales que esta serie converge
v convergen las series que se obtienen después de la derivacidn doble
término a término respecto a z y a .
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La solucién (16) debe, ademais, satisfacer a las condiciones ini-
ciales (4) y (5). Logremos esto, eligiendo las constantes C,, y 1),.
Poniendo en la igualdad (16) ¢ == 0, obtenemos (véase la condivion
(4): ‘

“ﬁ
j @)= Z Cysen="z. (17)
n=1

Si la funcion f (x) es tal que en el intervalo (0, /) podemos desarro-
llarla en la serie de Fourier (véase § 1, cap. XVII), entonces se cum-
ple la condicién (17), si ponemos

1

0 % g 1) sen"T"m. (18)
]

Luego, derivamos los términos de la igualdad (16) respecto a ¢ y po-
nemos ¢t = 0. De la condicién (5) se obtiene la igualdad

oo

P ()= 2 D, a:’ﬁ sen%m.

n=i

Determinemos los coeficientes de Fourier de esta serie:
!

Dng—_——j—g qz(x}sen%xdz
0

1

S ¢ (z) sen%’lxdx. (19)
0

2
T

D, =

5

Pues, hemos demostrado que si la serie (16), donde los coefi-
cientes C, y D, estin determinados segin las formulas (18) y (19),
permite la derivacién doble término a término, entonces, esta serie
representa la funcién u (z, t) que es la solucién de la ecuacién (1)
y satisface a las condiciones de contorno e iniciales (2) — (5).

Observacién. Al resolver el problema examinado para la ecua-
cibn de onda mediante otro procedimiento, se puede demostrar
que la serie (16) representa la solucién, también, en el caso en que
esta serie no permite la derivacién término a término. Aqui, la
funci6n f (z) debe ser dos veces derivable y @ (z), una vez derivable.



Beuacion de propagacion del calor en un vdstago 375

§ 4. ECUACION DE PROPAGACION DEL CALOR EN UN VASTAGO.
PLANTEO DEL PROBLEMA CON VALORES DE CONTORNO

Examinemos un vastago homogéneo de longitud I. Supongamos
que la superficie lateral del véstago no conduce el calor y que la
temperatura es igual en todos los puntos de la seccion transversal
del vastago. Estudiemos el proceso de difusién del calor en el
vistago.

Dispongamos el eje Oz de modo que un extremo del vistago
coincida con el punto z = 0, y el otro, con el punto z = I (fig. 373).

L1 |

. I 4

Fig. 873

Sea u (z, t) la temperatura en la seccion de lvdstago con abscisa z
en el momento ¢. Experimentalmente estd establecido que la velo-
cidad de difusion del calor, es decir, la cantidad del calor que fluye
a través de la seccion de abscisa z por la unidad de tiempo, se deter-
mina por la férmula:

q=_kg_';s, 1)

donde S es el area de la seccion del vastago examinado y k es el
coeficiente de conductibilidad térmica *).

Analicemos un elemento del véstago comprendido entre las
secciones de abscisas z; y 7 (22 — &3 = Az). La cantidad del calor
que pasa a través de la seccion de abscisa zq, durante el tiempo At
es igual a:

SAt, (2)

x==xy

du
AQy = —k -y

lo mismo tiene Ingar para la seccion de abscisa xg:

au
AQe=—k o

SAt. ) (3)
x=xy

*) La velocidad de propagacién del calor o velocidad del flujo térmico se de-
termina del modo siguiente:

g=1lim % .

donde AQ es la cantidad de calor que pasa por la seccién § en el tiempo At,
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La afluencia del calor AQ; — AQ, en el elemento del véstago por
el tiempo At es igual a:

du au
AQ; — AQy= I:—— k e x=x,SAz:| — [-— k 5 :w:,SAt] =
u
~ k— AxzSAL. 4)
o (
(Hemos aplicado el teorema de Lagrange para la diferencia
o] )
3 I —

Esta afluencia del calor por el tiempo At se gast6 para elevar la

temperatura del elemento del véstago en una magnitud Aw:
AQy — AQ, = cpAzSAu

6

AQ, — AQ, ~ cprs%'-;‘- At, )

donde ¢ es la capacidad calorifica de la sustancia del véstago, p es
la densidad de la sustancia del vastago (pAzS es la masa del ele-
mento del véstago),

Igualando las expresiones (4) y (5) ‘de la misma cantidad del
calor AQ; — AQ,, obtenemos:

k% AzSAt:cparS%— At
6
u  k &u
ot cp a2

; k s s
Designado —5 = a®, obtenemos definitivamente:

=aq —.
ot ar*

Esta es precisamente la ecuacién de propagacién del calor (ecuacién
de conduccién del calor) en un véstago homogéneo.

Para que sea bien determinada la solucién de la ecuacién (6),
la funci6én u (z, t) ha de satisfacer a las condiciones con valores de
contorno que corresponden a las condiciones fisicas del problema.

(6)
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Las condiciones con valores.de contorno para resolver las ecuaciones
(6) pueden ser diferentes. Las condiciones que corresponden al asi
llamado primer problema con valores de contorno para 0 L t L T,
son siguientes:

u(z, 0) = ¢ (a), (7)
u'(O! t) = qu {t}v {8)
u(l, t) =1 (). ()

La condicién (7) (condicién iricial) fisicamente corresponde al
fenémeno siguiente: cuando ¢ = 0, en diferentes secciones del vés-
tago estd dada la temperatura igual a ¢ (z). Las condiciones (8)
y (9) (condiciones de contorno) corresponden a que en los extremos
del vastago, para =0 y z=I[, se mantienen las temperaturas iguales
a Py (t) ¥ ¥, (1), respectivamente.

Se demuestra gue la ecuacién (6) tiene la t{inica solucién en el
campo 0 L 2z <L 1, 0 <t < T, que satisface a las condiciones (7),
@), 9.

§ 5. PROPAGACION DEL CALOR EN EL ESPACIO

Examinemos el proceso de propagacién del calor en el espacio tri-
dimensional. Sea u (z, y, z, f) la temperatura en el punto de las
coordenadas (z, y, z) en el momento {. Experimentalmente esté
establecido que la velocidad del flujo del calor a través del drea
As, es decir, la cantidad del calor que fluye por la unidad de tiempo,
se determina por la férmula (andloga a la férmula (1) del pérrafo
anterior): .

du
AQ=—k 5 As, (1)

donde k es el coeficiente de conductibilidad térmica del medio
examinado que consideramos homogéneo e isotrépico, n es el vector
unitario dirigido por la normal al drea As en sentido de movimiento
del calor. En virtud del § 14 del cap. VIII, t. I, se puede escribir:

du odu Ou
= azcosa.+ cosB-!- cos?,
donde cos a, cos f, cosy son cosenos dlractores del vector n, o
au
—_ =1 .
o gradu

Poniendo la expresion -ﬁ% en la fé6rmula (1) obtenemos:

AQ = — kn grad uls.
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La cantidad del calor que fluye por el tiempo Af a través del drea
As es igual a
AQAt = —kn grad u AtAs.

Regresemos al problema planteado al principio del parrafo.
En ¢l medio considerado separemos un volumen pequeno V, limi-
tado por la superficie §. La cantidad del calor que fluye a través
de la superficie S serd igual a

Q= — At || kngraduds, 2
s

donde e es el vector unitario dirigido por la normal exterior a la su-
perficie S. Es evidente que la formula (2) da la cantidad del calor que
entra en el volumen V (o sale del volumen V) por el tiempo AfL.
La cantidad del calor que entra en el volumen V sirve para aumentar
la temperatura de la sustancia de este volumen.

Examinemos un volumen elemental Av. Supongamos que por el
tiempo At su temperatura haya aumentado en Au. s evidente que
la cantidad del calor gastada para este aumento de la temperatura
del elemento Av es igual a

eAvpAu ~ r:ﬁt,p—‘zti At,

donde ¢ es la capacidad calorifica de la sustancia, p es la densidad.
La cantidad total del calor gastada para el aumento de la tempera-
tura en el volumen ¥ por el tiempo At serd

du
At —duv.
S“Cp at a0
v

Pero esto es el calor que ha entrado en el volumen V por el tiempo
At; estd determinado por la féormula (2). De este modo, tiene lugar

la igualdad
: du
At55kugraduas= Atggg cp?rdv.
v

8

Reduciendo por Af, obtenemos:

Sgkngraduds:-gggcp-‘;—jdv. (3)
8 v

Transformamos segin la férmula de Ostrogradski (véase § 8,
cap. XV) la integral de superficie que se encuentra en el primer
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miembro de esta igualdad, poniendo ¥ = k grad u:
SSS (kgradu)n ds=§ § § div (k grad u) dv.
v

Sustituyendo la integral doble del primer miembro de la igualdad
(3) por la integral triple, obtenemos:

SSS div (kgrad u) dv = 555@%:&)

jsg [div (k grad u) —cp%—] dv=20. (4)

v

Aplicando el teorema de la media para la integral triple del
primer miembro (véase § 12, cap. XIV), tenemos:

[div (Fprainl) — oy 0, ®)

gt :|x=:,, Y=, =1,

donde el punto P (z, y, z) es cierto punto del volumen V.

Puesto gue podemos separar un volumen arbitrario V en el
espacio tridimensional donde se propaga el calor, y puesto que supon-
gamos que el integrando en la igualdad (4) es continuo, entonces
la igualdad (5) se cumpla en todo punto del espacio. Pues,

cp- 22 — div (kgrad ). (6)
at
Pero
du du ou
kgradu:ka—r'i-!—ka—yj—f—ka—z-k
(véase § 14, cap. VIII, tomo I) ¥

. d du af,du a(,du
dw{kgmdu}:eﬁ_x(kd_z)+6T;(k@)+6—z(k6_z)

(véase § 9, cap. XV). Poniendo en la ecuacién (6), obtenemos:

au ad au el au ad du i
°Pa=aé(*55e)+az(ka‘y)+a(ka)- @
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Si k es constante, entonces:
3 . Fu  Pu . Pu
div (kgrad ) = kdiv (graduw) = (—-—- —_—a).
PRy ay”—i 0z°
y la ecuacién (6) en este caso nos da:
du (dzu o'u 32u)
P T I ]| | TR
P ot o2 T op T ot

y k
0, poniendo g a?,

au Fu  Fu  Fu
2 _o(Br 2T, ®)
at * oyt oz
La ecuacién (8) se anota concisamente asi:
—aiza:Au,
at

donde Au:%-{--ﬁ—if——f——i—i}- es el aperador de Laplace. La ecua-
cion (8) es precisamente la ecuacidn de conduccién del calor en el
espacio. Para hallar su solucién inica que satisface al problema
planteado, hay que dar las condiciones con valores de contorno.

Supongamos que tenemos un cuerpo £ cuya superficie es o.
En este cuerpo se examina el proceso de propagacion del calor. En el
momento inicial la temperatura del cuerpo esté dada, lo que co-
rresponde a que es conocido el valor de la solucién para t = 0, o sea,
la condicibén inicial: .

u(z, y, 2, 0) = @ (2, y, 2). 9)

Ademés, debe ser conocida la temperatura en todo punto M de la
superficie o del cuerpo en cualquier momento de tiempo ¢, es decir,
la condicién de contorno:

w (M, 1) =y (M, 0. (10)

(Son posibles otras condiciones de contorno),

Si la funcién desconocida u (z, y, z, ) no depende de z, lo que
corresponde a que la temperatura no depende de z, obtenemos la
ecuacion: .

o (0, 7)
o ax"'+ay” L
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es decir, la ecuacidn de propagacion del calor en el plano. Si se
analiza la propagacién del calor en un dominio plano D con fron-
tera C, entonces las condiciones de contorno, andlogamente a (9) y
(10), se formulan de modo siguiente:

u(z 9, 0) = @ (2 p),
u (M, t) =$ (M, 1),

donde @ y ¢ son funciones dadas, M es el punto de la frontera C.
Si la funcién u no depende de z, ni de y, obtenemos la ecuacidn:

du L0

—_—— g —

it az’
que es la ecuacién de propagacién del calor en un vdstago.

§ 6. SOLUCION DEL PRIMER PROBLEMA
CON VALORES DE CONTORNO
PARA LA ECUACION DE CONDUCCION DEL CALOR
POR EL METODO DE DIFERENCIAS FINITAS

Igual que en el caso de ecuaciones diferenciales ordinarias, al
resolver las ecuaciones con derivadas parciales por el método de

z
(i)

(@-h) (z8) (T4

gl z
Fig. 374
diferencias finitas, las derivadas se sustituyen por diferencias co-
rrespondientes (véase la fig, 374):
du (x, t) u(zt-h t) —u(z i)
or h '

Pu(z, ) L [u (@+h t)—u(z?) ufz, t)—u(z —-h :)]
ar* T h h h

(1)

&

Fulx, &) wle+h ) —2u(z, t)+ulr—h, t)
ar R '

2
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analogamente

ou (‘r! t} ~ u (xv t + l} —Uu (xl t) . (3)
at )
El primer problema con valores de contorno para la ecuacién de

conduccién del calor se formula (véase el § 4) de modo siguiente.
Se requiere hallar la solucién de la ecuacién:

]
F it .
que satisface a las condiciones con valores de contorno:
' u(z, 0) =9 (), 0LzLL, 5
u(0, t) =9 (1), 0Lt LT, (G)
u(l, =90, 0Kt LT, (N

es decir, se requiere hallar la solucién u (z, f) en un rectingulo limi-
tado por las rectas ¢t =0, z =0, 2 = L, t L T, si son dafos los
valores de una funcién desconoc 'da en
Y i ps sus tres lados: t =0, ¢ =0, z =L
Lan (fig. 375). Cubramos nuestro dominio

con una red formada por las rectas

L[ (on) wtin) z=1ih, i=1,2,...
bl k=40 ok

e/
y determinemos los valores aproxima-
Vi > dos de la solucién en los nudos de la
red, es decir, en los puntos de inter-
Fig. 375 seccion de estas rectas, Introduzcamos

las designaciones: wu (ih, kl) = wuy, ;.
Escribimos en vez de la ecuacién (4) otra ecuacién que le correspon-
de en forma de diferencias finitas para el punto (ik, k). En virtud
de las formulas (3) y (2) obtenemos.

Wi, gt — Ui, a2u1+1. r— 2y, p Uiy, n 8)
! K
Determinemos u;, y4+4:

24a°1 1
Uy, pt1 = (1 - :2 )ul. R+ 52?{ut+t. B+ Ui-g, n)- (©)]

De la formula (9) se deduce que si son conocidos tres valores en
k-ésima linea: ug, x, Uy4q, ks Wi-1, 5, entonces se determina el valor
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uj, p+1en la (k-+1)-ésima linea. Sabemos ya todos los valores en
la recta ¢ = 0 (véase la formula (5)). Segin la férmula (9) determi-
nemos los valores en todos los puntos interiores del segmento t = [,
En virtud de las formulas (6) v (7) sabemos los valores en los puntos
extremos de este segmento. De este modo, pasando de una linea
a olra, delerminemos los valores de la solucién desconocida en todos
los nudos de la red.

Hemos demostrado que medianie la férmula (9) se puede obtener
el valor aproximado de la solucion solamente en el caso en que

(GK47)

(rln/ {147, %/

Fig, 876

3
ln*i—;;—s ¥ no para la relacién arbitraria de los pasos ky /. La for-

mula se simplifica especialmente, si el paso ! por el eje ¢ se eliga
de modo que

En este caso la ecuacion (9) toma la forma:

1

Ug, pyy = E (ui+l, k + U~y h)- (10)
Esta férmula es especialmente eémoda para los cdlculos (fig. 376).
Por el método indicado se determina la solucién en los nudos de
la red. Se puede obtener el valor de la solucion entre los nudos de
la red, por ejemplo, mediante la extrapolacién, trazando un plano
a traves de cada Lres puntos en el espacio (x, {, #). La solucion obte-
nida mediante la férmula (10) y extrapolada designemos por
uy (z, t). Se demuestra que

Vmuy, (x, Y=u(z, i),
h=rD
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donde u (x, ) es la solucién de nuestro problema. Es demostrado
también que

| up (z, t) — u(z, t) | << Mh?,
donde M es una constante que no depende de h.

§ 7. PROPAGACION DEL CALOR EN UN VASTAGO ILIMITADO

Sea dada una temperatura en el momento inicial en diferentes
secciones de un vistago ilimitado. Es preciso determinar la distri-
bucién de la temperatura en el viastago en los momentos posteriores
de tiempo. (Los problemas fisicos se reducen al problema de propa-
gacién del calor en un vastago ilimitado, cuando el vastago es tan
largn que la temperatura en los puntos interiores del mismo en los
momentos examinados depende poco de las condiciones en los extre-
mos del vistago).

Si el vistago coincide con el eje Oz, el problema se expresa mate-
mdticamente de modo.siguiente. Hallar la solucion de la ecuacion

O e Ou
o0 od

en el dominio — co<Zr<loo, ¢t > 0, la gue satisface a la condicion
inicial

(1)

u(z, 0) = @ (). (2)

Para hallar la solucién apliquemos el método de separacion de
variables (véase ¢l § 3), es decir, busquemos la solucién particular
de la ecuacion (1) en forma de un producto de dos funciones:

u(z, f) = X (o) T (). (3)

Poniendo en la ecuacién (1), tenemos: X (z) 7° (f) = a®’X" (z) T () o
Kok i 4

T X A% (4)

Ninguna de estas relaciones puede depender de z, ni de ¢, por
lo cual las igualamos a.la constante *) — A%. De (4) obtenemos dos
ecuacinnes:

T + e¥PT = 0, ()
X" 4+ MX = 0. (6)

*) Como, segim el sentido del probl:am.a T (t) debe ser acotada para cual-
guier ¢, si p (z) es acotada, entonces T ha de ser negativa. Por eso escribi-
mos — A2,
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Resolviéndolas, hallamos:
T =Ce *"™™
X = Acoshz -+ Bsenlz.
Poniendo en (3), obtenemos:

Uy (2, t)=e"*"*"[4 (A)cosAz + B (A) sen Az] (7

(la constante C esta incluidaen 4 (A) y B (A)).

Para cada valor de A obtenemos la solucién de la forma (7).
Para cada valor de A las constantes arbitrarias A y B tienen valores
determinados. Por eso se puede considerar A y B como funciones
de A. La suma de las soluciones de la forma (7) también es una solu-
cién (debido a la linealidad de la ecuacién (1)):

%,“ e ™[4 (A)cosAz + B (A) sen Az|.

Integrando la expresion (7) respecto al paridmetro XA en los limites
de 0 a oo, también obtenemos la solucién

u(z, t)= of e~ [ 4 (M) cos Az + B (A) sen hz] dA, (8)
0

si A (M) y B (M) son tales que esta integral, su derivada respecto
a t y la segunda derivada respecto a z existen y se obtienen mediante
la derivacion de la integral respecto a ¢ y . Escojamos 4 () y B (A)
de modo que la solucién u (z, f) satisfaga ala condicién (2). Ponien-
do en la igualdad (8) ¢t = 0, en virtud de la condicién (2) obte-
nemos:

u (e, 0wl == § [4()ooelizL B ) sonis) dh. ©)
1]

Supongamos que la funcién ¢ (z) es tal que puede ser representada
por la integral de Fourier (véase § 12, cap. XVII):

cp(z):-:?ﬁ‘(}. @ (x)cosh (o - :c]da)dl
0 =—oo

6

P (z) = % S [( 5 @ (o) cos ha doc)cusl..r—{—

+_( 5 (o) sen ke doc) sen lz} dh (10)

25-538
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Comparando los segundos miembros de (9) y (10), obtenemos:

AR = -3? 5 ¢ (o) cos A da,
—a (11)

oo

5 ¢ (=) sen Aa de.

—0

Sustituyendo las expresiones halladas de A (A) y B () en la for-
mula (8), tenemos:

B (L) =

aj=

oo

u(r, t)= i:‘— S‘ ~am [( S @ (o) cos A da)cos Az +

o -
+ o \
e ( S @ (o) sen Ao dcr,} sen l.:c—] dh =

= 1; S e_“"m[ g ¢ (o) (cos Aot cos Ar 4 sen Ao sen Az) doc:l dh =

1]

=4 S e“’"‘"( S P (@) cos A (@ — ) da) dn

1
u

o, cambiando el orden de integracién, obtenemos definitivamente:

u(z, t)y= -;‘- S [c;p (o) ( S e eosh (@ — z) d.l.)] da. (12)
1]

Esta es la solucién del problema planteado.
Transformemos la formula (12). Calculemos la integral entre

paréntesis:

oo

S e cosh (@ — 2) dh = f S ¢ * cos Pz dz. (13)
. aVt 5

La integral estd transformada mediante las sustituciones:

A Vi=z, “1_/:"=5. (14)
aVvVi
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Designemos:
K (B) -_-:g e * cos Pz dz. (15)
Derivando *), obtenemos:
K (@)=— ¢ ssenpds

Integrando por partes, hallamos:
, L P o Bl
K (ﬁ):E[e sen Pz]; —5 | & " cospzdz
[1]
o bien

K®=—2xp.

Integrando esta ecuacién diferencial, obtenemos:

B2
K@)=Ce ¢. (16)
Determinemos la constante C. De (15) se deduce:
K (0) = 5 e”‘dz:l/zi‘
[]

oo

(véase § 5, cap. XIV). Por consiguiente, en la igualdad (16) debe ser

_Va
2
Pues,
n - B
K(ﬁ)=¥e v (17)
Pongamos el valor (17) de la integral (15) en (13):
" x -8
Se_“" ‘cosh (@ — z) dh — 1 = E‘ue i,
e aV't

La posibilidad de realizar la derivacién se argumenta fécilmente.
25
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Sustituyendo f§ por su expresion (14), obtenemos en definitiva el
valor de la integral (13):

oo
_ fa—x)?

—afht 1 n ———
Se JL‘{:c»s.l{c:r.—;c].::f).:2—11 ]/3:—3 datl (18)

0

Poniendo esta expresion de la integral en la solucién (12), obtenemos
definitivamente:

- {e—x)®
uw (I. t] = _}T S [ty (O!.] £’_ st g, (19}
2a Vnt

=0

Esta formula se llama integral de Poisson y es la solucién del
problema planteado sobre la propagacién del calor en un véstago
ilimitado.

Observacion. Se puede demostrar que la funcién u (z, t), deter-
minada por la integral (19), es la solucion de la ecnacidn (1) y satis-
face a la condicion (2), si la funcién ¢ (z) es acotada en un intervalo
infinito (—oo0, oo).

Establezcamos el sentido fisico de la férmula (19). Examinemos
la funcién

@(z) para <Lz o0+ Az, (20)

0 para — oo <.z < I,
¢ (@)=
0 para x4 Azx <<z <oo.

Entonces la funcién

. 1 K N _lx—x)?
i )= S ¢ (x)e 4 da (21)

2aVnat Y

es la solucion de la ecuacién (1) que-toma el valor de @* (z), para
t = 0. Teniendo en cuenta (20), se puede escribir:

xXotAx (e}t
u' (z, )= (o) e 4t do,

4
2a Vnt

Aplicando ®l teorema sobre la media a la dltima integral,
obtenemos:
_ _(E—x)t
u« [:C, t)z.ﬁf}_ig hatt i -Io'C E{zo_!_ Azx. {23)
2aVnt
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La férmula (22) da el valor de temperatura en un punto del vés-
tago en cualquier momento de tiempo, si para { = 0 en todo el
véstago la temperatura es u* = 0, excepto el segmento [z,, 2o+ Az],
donde la temperatura es igual a ¢ (z). La suma de temperaturas de
la forma (22) da la soluciéon (19). Notemos que si p es la densidad
lineal del véstago; ¢, capacidad calorifica del material, entonces la
cantidad de calor en el elemento [z,, 25 + Az] para t = 0 es

AQ =~ ¢ (E) Az pe. (23)

Analicemos luego la funcién

1 _ —x)
— da*t (24)
2aVat

Comparandola con el segundo miembro de la férmula (22),
tomando en consideracién (23), se dice que ésta da el valor de las
temperaturas en todo punto del véastago en cualquier momento de
tiempo £, si para ¢t = 0 en la seccién £ (caso limite, cuando Az — 0)
hubo una fuente instantinea de calor con cantidad de calor

Q = cp.

§ 8. PROBLEMAS QUE CONDUCEN A LA INVESTIGACION
DE LAS SOLUCIONES DE LA ECUACION DE LAPLACE.
PLANTEO DE LOS PROBLEMAS CON VALORES DE CONTORNO

En el parrafo presente se examinan algunos problemas que con-
ducen a la solucién de la ecuacién de Laplace

&u t?zu. 62u
0. 1
2 r"+ 1
Como ya hemos indicado, el primer miembro de la ecuacién (1)
dzu a’u 3""u
2 ot e

se llama operador de Laplace. Las funciones u que satisfacen a la
ecuacién de Laplace se llaman funciones arménicas,

I. Distribucién estacionaria de la temperatura en un cuerpo
homogéneo. Sea un cuerpo homogéneo Q limitado por la superfi-
cie 0. En el § 5 se ha mostrado que la temperatura en diferentes
puntos del cuerpo satisface a la ecuacién (8):

du u &u
= (T i+ o =)
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Si el proceso es estacionario, es decir, si la temperatura no depende
del tiempo, sino solamente de las coordenadas de los puntos del

a — .
cuerpo, enfonces -(3%,—_0, y por consiguiente, la temperatura satis-
face a la ecuacién de Laplace

az*  ay” o az*

Para que la temperatura en el cuerpo se determine de esta ecuacion
univocamente hay que saber la temperatura de la superficie o.
De este modo, para la ecuacién (1) el problema con valores de con-
torno se formula de la manera siguiente,

Hallar la funcién u (z, y, z) que satisface a la ecuacién (1) en
el interior del volumen Q y toma en cada punto M de la superficie o
los valores dados:

(1)

ulg =¥ (M). (2

Este problema se llama problema de Dirichlet o primer problema con
valores de contorno para la ecuacién (1).

Si la temperatura es desconocida en la superficie del cuerpo,
pero en todo punto de la superficie sabemos el flujo térmico que es

proporcional a g—: (véase el §5), entoncesen vez de la condicién con

valores de contorno en la superficie ¢ (2) tendremos la condicion:

du -
Tl =¥ @D, ®
El problema de hallar la solucién de la ecuacién (1) que satisface
a la condicién con valores de contorno (3)sellama problema de Neu-
man o segundo problema con valores de contorno.
Si se examina la distribucién de las temperaturas en el dominio
plano D limitado por el contorno C, entonces la funcién u depende
de dos variables z e y y satisface a la ecuacién

Fu , Fu

— 4+ —=0, 4
p x’+ P (4)
que se llama ecuacién de Laplace en el plano. Las condiciones con
valores de contorno (2) y (3) deben cumplirse en el contorno C.

II. Corriente potencial de un liquido o gas. Ecuacién de con-
tinuidad. Sea la corriente de un liquido en el interior de un volu-
men Q limitado por una superficie o (en caso particular, Q puede
ser también ilimitado). Sea p la densidad del liquido. Designemos
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la velocidad del liquido por

V= Ul + vyf + Uzkf (5)
donde vy, vy, v. son las proyecciones del vector v en los ejes de coor-
denadas. Separemos en el cuerpo © un pequeiio volumen o limitado
por la superficie S. A través de cada elemento As de la superficie S
en el tiempo At pasard la cantidad de liquido

AQ = pvnAsAt,
donde n es un vector unitario dirigido a lo largo de la normal exte-

rior respecto a la superficie S. La cantidad total de liquido Q que
entra en el volumen o (o sale del volumen ) se expresa mediante -

la integral
Q= Atj‘j prn ds (6)

8
(véase §§ 5 y 6, cap. XV). La cantidad de liquido en el volumen ®

en el momento ¢ fue
555‘ pdw.

w

Durante el tiempo At la cantidad de liguido, en virtud de la varia-
cion de la densidad, cambia en la magnitud

Q:Sig Ap&mzAtSiS%dm. (M

Suponiendo que en el volumen @ no hay fuentes, concluimos que
esta variacion estd provocada por la afluencia del ligquido cuya
cantidad estd determinada por la igualdad (6). Igualando los segun-
dos miembros de las igualdades (6) y (7) y reduciendo por At,

obtenemos:
-—SSS pvn ds = SS)S—?}E—dm (8)

Transformemos la integral iterada de segundo orden del primer
miembro seglin la formula de Ostrogradski (§ 8, cap. XV). Entonces
la igualdad (8) toma la forma:

~{}}aran= )] 3
Sig (%:p_ 4 div (pv}) do =0.
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Puesto que el volumen @ es arbitrario y el integrando es continuo,
obtenemos:

ap ¢
ot - O 9
L. div (pr) =0 (9)
o
dp a d d .
st e J. == v z =(. 9
= +6I(pbx)+ay(pv )+6z(pv) (@

Esta es la ecuacién de continuidad de corriente del liguido compre-
sible

Observacién. En algunos problemas, por ejemplo, al examinar
el proceso de movimiento de petréleo o gas en un pozo, en un medio
poroso subterrdneo, se puede aceptar

k
= ——gradp,
p gradp
donde p es la presion, k& es el coeficiente de permeabilidad y

90 9P
at ot

L
A = const. Poniendo en la ecuacién de continuidad (9), obtenemos:

dp i
A—— —div(kgradp) =10
- —div (k grad p)

6
ap a(ap) a(ap) a( ap)
A——=—|kE )4+ =)+ =]). 10
at oz \ Oz i dy \ dy + dz\ 9z L
Si k es una constante, la ecuacién toma la forma:
5_P_£(@ ¥p ie) 1
at A ax”+ay+az= ' ¢

y nosotros llegamos a la ecuacién de conduccién del calor.
Regresemos a la ecuacién (9). Si el liquido es incompresible,

entonces p = const, %’—=0 y la ecuacién (9) toma la forma:

div (v) = 0. (12)
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Si el movimiento es potencial, es decir, el vector » es un gradiente
de cierta funcién g:

v =grad @,
entonces la ecuacién (12) toma la forma:
div (grad @) = 0

6
a0 W
e e i (13)

es decir, la funcién potencial de la velocidad ¢ debe satisfacer a la

ecuacién de Laplace. _
En muchos problemas, como, por ejemplo, en los de filtracién,

se puede aceptar
v = —k grad p,

donde p es la presién y k; es una constante; entonces obtenemos la
ecuacion de Laplace para determinar la presién

d O B, 5

Las condiciones con valores de contorno para la ecuacién (13) o

(13’) pueden ser las siguientes:
1. En la superficie o se dan los valores de la funcién desconocida

p, (es decir, de la presién (condicién (2)). Esto es el problema de
Dirichlet.

2. En la superficie o se dan los valores de la derivada normal g—i ’

es decir, se da el flujo a través de la superficie (condicién (3)). Esto
es el problema de Neumann.

3. En una parte de la superficie o se dan los valores de la funcién
desconocida p, es decir, de la presién y en otra parte de la superficie,
los valores de la derivada normal g-g es decir, del flujo a través
de la superficie. Esto es el problema de Dirichlet-Neumann.

Si el movimiento es plano y paralelo, es decir, la funcién g (6 p)
no depende de z, obtenemos la ecuacién de Laplace en el dominio
bidimensional D con frontera C: .

o , &
LA SR T 14
pw + P (14)
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Las condiciones con valores de contorno de la forma (2) (problema
de Dirichlet), o de la forma (3) (problema de Neumann) se dan en
el contorno C.

III. Potencial de la corriente eléctrica estacionaria. Supongamos
que a traves de un medio homogéneo que llena cierto volumenV,
pasa una corriente eléctrica cuya densidad en cada punto se da por
el vector J (z, y, 2) = J.i + J,i + J.K. Supongamos, que la
densidad de corriente no depende del tiempo f. Supongamos, tam-
hién, que en el volumen examinado no hay fuentes de corriente.
Por consiguiente, el flujo del vector o a través de cualquier super-

ficie cerrada S que se halla en el interior del volumen V, sera igual
a Cero:

ESS Jnds=0,
donde 7 es un vector unitario dirigido a lo largo de la normal exte-

rior respecto a la superficie.
De la formula de Ostrogradski deducimos que

divJ = 0. (15)

En virtud de la ley generalizada de Ohm se determina la fuerza
eléctrica E en el medio conductor examinado:

J .
E=3% (16)
[
Q‘I = A—E|

donde A es la conductibilidad del medio la que consideramos cons-
tante.

De las ecuaciones generales del campo electromagnético se deduce
que si el proceso es estacionario, entonces el campo vectorial E
es irrotacional, es decir, rot E = 0. Entonces, andlogamente al
caso examinado durante el analisis de campo de velocidades del
liquido, el campo vectorial es potencial (véase § 9, cap. XV). Existe
la funcién ¢ tal que

E = grad ¢. (17)
A base de (16) obtenemos:
J = & grad ¢. ' (18)

De (15) y (18) se deduce:
A div (grad @) = 0
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o

62@ o 6"“@
a2 Py 4+ —=0. (19)

Obtenemos la ecuacién de Laplace.

Resolviendo esta ecuacion para las correspondientes condicio-
nes con valores de contorno, hallamos la funcién ¢ y, por las
férmulas (18) y (17), la corriente J y la fuerza eléctrica E.

§ 9. ECUACION DE LAPLACE EN COORDENADAS CILINDRICAS.

SOLUCION DEL PROBLEMA DE DIRICHLET PARA UN ANILLO

CON VALORES CONSTANTES DE LA FUNCION DESCONOCIDA
EN LAS CIRCUNFERENCIAS INTERNA ¥ EXTERNA

Sea u (z, y, z) una funcién armonica de tres variables, Entonces

u 6‘2 6‘2
uw u (1)
P
Introduzcamos en el examen las coordenadas cilindricas (r, ¢, z)
Z = I cos @, z = rsen @, g =z
de donde
r=V2*+ q:=arctg%, z=1. (2)

Sustituyendo las variables independientes =, y y z por r, @, y z,
llegcamos a la funcién u*:

w(x, Y, z) = u* (1", Py Z).

Hallemos la ecuacién a la cual satisfaga u* {r, ¢, z) como funcién
de argumentos r, ¢ y z. Tenemos:

au o’ or  au” dg

dx dr dr  Odp dx ’

Fu  u” ( ar )2 " ' Fro, ' ar ap

ar ox> ' arog dr oz

i Fu ( o9 ): 4 o i’zf_p‘ (3)

>\ ar dp ar’
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anilogamente:

Pu u” (d_’" )2 o' &r 9 Fu" ar O

?=;;2_ ay ar ay* 6r6tp75';,: ay )
Fu' (0p) |, ou” &
+= (——“’) +2=22, @
o9* \ dy a9 oy’
ademais,
Fu  Fu’
== (5)
a7 oz

Las expresiones para

o o P Fr op o9 To o
ar' ay ot e oz’ ay a9t o
hallamos de la igualdad (2). Sumando los segundos miembros de las
igualdades (3), (4) y (5) e igualando la suma a cero (puesto que la
suma de los primeros miembros de estas ignaldades es igual a cero
en virtud de (1)), obtenemos:
Fut 1ot 1 A &
———+ -a?= 0. (6)

Esta es la ecuacién de Laplace en coordenadas cilindricas.
Si la funcién u no depende de z, pero depende de z e y, entonces
la funcién u* que depende s6lo de r y @, satisface a la ecuacién

" L] n
Fu” Ao ii"lf?= 0, (7)
ar* r ar  r* ag
donde r y @ son coordenadas polares en un plano.

Ahora hallemos la solucién de la ecuacién de Laplace en el domi-
nio D (anillo), limitado por las circunferencias Cy: a® -+ ¥ =R}
y Cy: 2* + y* = R3, que toman los siguientes valores de contorno:

uIcl =ul, (8)
uIC;:uﬁr (9)

donde u; ¥ u, son constantes.
Resolvamos -el problema en coordenadas polares. Es evidente
que conviene buscar la solucién que no depende de ¢. En este caso
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la ecuacion (7) toma la forma:

du Ao,
ar*  r or ’
Integrando esta ecuacion, hallamos:
u=CyInr4C,. (10)

Determinemos Cy y C; de las condiciones (8) y (9):
ug = CyIn Ry + Ca,

iy = CyIn Ry + C,.
De ahi hallamos:

Cli‘uL.Rul- Co=uy — (up —uy) lng’
In—z ln_2
Ri Rl

Sustituyendo los valores hallados de Cy y C, en la férmula (10)
obtenemos en definitiva:

L (4 — uy). (11)

u=u;+

Observacién. En realidad hemos resuelto el siguiente problema.
Hallar la funcién u que satisface a la ecuacion de Laplace en el
dominio limitado por las superficies (en coordenadas cilindricas):

r=Hl, T=sz Z=O. 3=H'

¥ que satisface a las siguientes condiciones de contorno:

" IPZR. = ui- U I'“Rc = Uy,
au 0 ou .
02 |, ’ 0z

(el problema de Dirichlet-Neumann). Es evidente que la solucién
buscada no depende de z, ni de @ y se da por la férmula (11).

§ 10. SOLUCION DEL PROBLEMA DE DIRICHLET
PARA UN CIRCULO

Supongames que en -el .,plano OQxzy hay un wirculo de radio R
y el centro en-el origen de coordemadas. Sea dada en su circunferencia
cierta funcién f (), donde ¢ es un dngulo polar. Es preciso hallar
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la funcién u (r, @), continua en el circulo, incluyendo el contorno,
que satisface en el interior del circulo a la ecuacién de Laplace

@ + it:= 0 (1)
9" dy

y en la circunferencia del circulo toma los valores dados
ulr=r=f(9). (2

Calculemos el problema en coordenadas polares. Escribamos la
ecuacion (1) en estas coordenadas:
+ =0

Pu A 0u
ot roar 1t oag’

1 du

n _dz_u o du

r r— —=0. A
ar* T ar & ap” )
Busquemos la solucién por el método de separacion de variahles,
pouniendo que

u=®(g) R (). ()

Sustituyendo en la ecuacion (17), obtenemos:
PO () R () + r® (@) R (1) + ©” (@) R () =0

(g _ PRI TR()_
D (¢) R(r)

Puesto que el primer miembro de esta igualdad no depende de r,
y el segundo, de ¢, por consiguiente, éstos son iguales a un nimero
constante que designaremos por —k?. De este modo, la igualdad (4)
nos da dos ecuaciones:

-k (4)

D" (9) + KD (9) =0, (6]
rR"(r) +rR" () — KR (r) = 0. (5")

La solucién general de la ecuacién (5) serd
@ = A cos kg -+ B sin kg. (6)

Busquemos la solucién de la ecuacién (5°) en forma de R = r™.
Sustituyendo R = r™ en (5°), obtenemos:

Pmr =)™ 4 rmr™ T k=0
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(=1

m? — k* = 0,

Podemos escribir dos soluciones particulares linealmente inde-
pendientes: r* y r~*. La soluci6n general de la ecnacién (5’) ser

R=Cr*+4 Dr %, (7
Ponemos las expresiones (6) y (7) en (3):
Uy = (A, cos kg + By sen k) (C,r* + Dpr™™). (8)

La funcién (8) serd la solucion de la ecuacion (1) para todo valor
de k distinto de cero. Si k = 0, las ecuaciones (5) y (5°) toman la
forma

O =0, rR"+ R =0,
y por consiguiente,

ug = (Ag + Bop) (Co + Do Inr). (8"

La solucién debe ser una funcién periddica de ¢, puesto que, siendo
igual el valor de r, para @ y ¢ + 2n, hemos de tener un mismo valor
de la solucién, ya que examinamos un mismo punto del circulo.
Por tanto, es evidente que en la formula (8") debe ser By = 0. Luego,
busquemos una solucién continua y finita en el circulo. Por consi-
guiente, en el centro del circulo, para r = 0, la solucion debe ser
finita, y por eso en la férmula (8°) debe ser Dy = 0 y en la férmula
®), Dy = 0.

De este modo, el segundo miembro de (8’) se convierte en el
producto 4,C,, que designaremos por A,/2. Pues,

u°=—, {8")

Formemos la solucion de nuestro problema en forma de una suma
de soluciones de la forma (8) puesto que la suma de soluciones es
la solucién buscada, La suma debe ser una funcién periddica de g,
Esta condici6n se cumple, si cada sumando es una funcién periédica
de ¢. Para eso k debe tomar valores enteros. (Notemos que si iguala-
mos los miembros de la igualdad (4) al numero k%, no obtendriamos
la solucién periddica). Podemos limitarnos solamente a los valores
positivos

o= A 2 anv My 5
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puesto gue, en virtud de que las constantes A, B, C, D son arbitra-
rias, los valores negativos de & no dan nuevas solucmnes particu-
lares. Pues,

oo
u(r, ¢}=%+2(An‘303mp+3n39ﬂﬂ¢) e (9

T==q
(la constante C, estd incluida en 4, yB,). Elijamos ahora las cons-
tantes arbitrarias 4, y B, de modo que se satisfaga la condicién

con valores de contorno (2). Poniendo en la igualdad (9) r = R, en
virtud de la condicién (2) obtenemos:

flg)= + Z (A, casng 4 B, senrng) R™ (10)

n={

Para que tenga lugar la igualdad (10), es necesario que la funcién
se desarrolle en la serie de Fourier en el intervalo (—m, m) y que
A,R"™ v B,R" sean los coeficientes de Fourier. Por consiguiente,
A, vy B, deben determinarse por las férmulas:

1 £11
A“—E—n S f(t}cosntdt,‘]
o (11)

B, = f (t) sen nt dt.

nR"
bt (1

Pues, la serie (9) con coeficientes determinados por las formulas
(11), serd la solucién de nuestro problema, si ella admite la deriva-
cién doble, término a término, respecto a r y a ¢ (pero esto no lo
hemos demostrado). Transformemos la férmula (9). Sustituyendo
A, y B, por sus expresiones (11) y efectuando las transformaciones
trigonométricas, obtenemos:

wAr, <P)--5 f(t)dt+-ﬂ2 S f(t)cosn(t—tp)dt( ) =

h={ —n

=-—4- ‘j‘ }‘-_.-‘ft}?[;i 32 E(—ian‘cosn (T qi)] dt. (12)
. - n=i R
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Transformemos la expresion entre corchetes *).

142 2 (L)ncosn (t—o)=1+4 Z (L)“[e!nu—w} + e—in(r—m] —
n=i R n=1 R _

o

I I it—a) & I —itt-g ! -
#1+2[(31 )+(Re )]*

n=={
}%em-n _}%e—.‘{t—m]
| _Ltmm 4 T —it-o
-(3)
2
- = rYo R ZRR _(:2 ae W
I—2~§cas(t—q:)+(§) —eftreos(t —o) +

Sustituyendo la expresién entre corchetes en la férmula (12) por
la expresion (13) tenemos:

1 R*—p
N tp}_ﬂ 5 1o R* —2rRcos(t — q) 4 r* e )

La férmula (14) se llama infegral de Poisson. Analizando esta férmula
se demuestra que si la funcién f (p) es continua, entonces la funcién
u (r, ), determinada por la integral (14), satisface a la ecuacién
(1), y, para r — R, serd que u (r, ¢) — f (), es decir, u (r, ¢) es la
solucién del problema de Dirichlet para un circulo.

11

§ 11. SOLUCION DEL PROBLEMA DE DIRICHLET
POR EL METODO DE DIFERENCIAS FINITAS

Sea dada en el plano Oxy un dominio D, limitado por el contorno
€. Supongamos que en el contorno C estd dada una funcién con-
tinna f. Es preciso hallar una solncién aproximada de la ecuacién

*) Durante la deduccién determinamos la suma de una progresién geo-
métrica infinita, cuyo denominador es un niimero complejo ¥ cuyo médulo
es menor de la unidad. Esta férmula de la suma de una progresién geométrica
se deduce igual que en el caso de los nfimeros reales. Hay que tener en cuenta
la definicion del limite de la funcién compleja de un argumento real. Aqui,
el argumento es n (véase § 4, cap. VII, tomo I).

26=538
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de Laplace
Fu  Pu
az® " dy
que satisface a la condicién de contorno
wle=1j. (2)
Tracemos dos familias de rectas:
=ih y y=kh (3)

donde h es el nimero dado, i y & toman valores numéricos enteros
sucesivos. Diremos que el dominio D estd cubierto de una red. Los
puntos de interseccién de las rectas

v\ .(I"’“ ..16’ los llamaremos nudos de la red.
7Tl El valor aproximado de la fun-
1= cién  desconocida en el punto
/ x == ith, y == kh, lo designaremos

q por w;,, es decir, u (ik, kh) = u;, .

Aproximemos el dominio D median-
te el dominio reticular D*, com-
puesto de todos los cuadrados que
enteramente se hallan dentro del
] dominio D, y algunos de éstos son
cruzados por la frontera C (con es-
_ tos ultimos se puede despreciar).
g Zz FEn este caso el contorno C se apro-
xima mediante el contorno C* com-
puesto por los segmentos de rectas
de la forma (3). Enr cada nudo que
se halla en el contorno C* demos un valor f* igual al valor de la
funcién f en el punto més préximo del contorno C (fig. 377).

Examinemos los valores de la funciéon desconocida solamente en
los nudos de la red. Como hemos indicado en el § 6 las derivadas en
el método de aproximacién examinado se sustituyen por las
diferencias finitas:

Fig, 3717

@ Uiy, p 2, j A Uik
Az? lv=th, y=hh 5
u Wi s — 200, 0 W, ke
oy” lx=in, y=nn h*

La ecuacion diferencial (1) se sustituye por la ecuacién de diferencias
o por la ecuacién en diferencias finitas (después de reducir por h®):

Uppy, o — 25, 5 Wiy, g+ Ui, prs — 285, g+ g, gy =0
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o (fig. 378)
Ui k -'_—T;‘{u'ii»l. R L TR o TR o /7 k—1)- (4)

Para cada nudo de la red que se encuentra en el interior del domi-
nio D* (y no se encuentra en la frontera C*) componemos la ecuacién
(4). Si el punto (z = ik, y = kh) es vecino al punto del contorno

Zi
Gx+7)
A A
g Iz
Fig. 378

C*, entonces en el segundo miembro de la igualdad (4) serdn los
valores conocidos de f*. De este modo, obtenemos un sistema hetero-
géneo de IV ecuaciones con N incégnitas (N es el nimero de nudos
de la red que se encuentran en el interior del dominio D*).

Demostremos que el sistema (4) tiene una y solamente una solu-
cion. Es el sistema de N ecuaciones lineales con /V incognitas. Tiene
la {nica solucién en el caso en que el determinante del sistema sea
distinto de cero. El determinante del sistema difiere de cero si el
sistema homogéneo tiene solamente una solucién trivial (nula).
El sistema serd homogénea, si f* = 0 en los nudos de la red en la
frontera del contorno C*, Pues, demostremos que en este caso todos
los valores u;,;, en todos los nudos interiores de la red son iguales
a cero. Supongamos que en el interior del dominio hay u;,, dife-
rentes de cero. Para mayor definicién supongamos que el mayor
de estos valores es positivo. Designémoslo por i;,, = 0. En virtud
de la formula (4) escribimos:

iz 1 .
By, - (Wi, n =+ Wi, gy = Wi—y, g+ g, j—y). (#)-

Esta igualdad puede tener lugar sélo en el caso si todos los valores
de u, del segundo miembro, son iguales al valor 6ptimo ;, . Ahora
tenemos cinco puntos donde los valores de la funcién desconocida
son i, 5. Si ninguno de estos puntos es de la frontera, entonces,

26+
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tomando uno de éstos y escribiendo para él la igualdad (4), demos-
tremos que en algunos otros puntos el valor de la funcién descono-
cida sera igual a @, ;. Prosiguiendo de este modo, llegamos a la
frontera y demostremos que en el punto de la frontera el valor de
la funcién serd igual a #;,,. Esto contradice al hecho de que en los
puntos de la frontera f* = 0.

Suponiendo que en el interior del dominio hay un valor nega-
tivo minimo, demostremos que en la frontera el valor de la funcién
es negativo. Esto contradice a la condicién dada.

Pues, el sistema (4) tiene una y solamente una solucién.

Los valores de u,,;, determinados del sistema (4), son valores
aproximados de la soluciéon del problema de Dirichlet formulado
anteriormente. Hemos demostrado que si existe la solucion del
problema de Dirichlet para el dominio dado D y la funcién dada f,
(designémosla esta solucién por u (z, y)), v si u;,, es la solucién
del sistema (4), entonces se verifica la correlacién:

e, v) —us, nl < AR, ()
donde 4 es una constante que no depende de h.

Observacién. Puede ser justificado, aunque estrictamente no esta
demostrado, el siguiente procedimiento para evaluar el error de
la solucién aproximada. Sean: u{*y la solucién aproximada para el
paso 2h; u{™, lasolucién aproximada para el paso h; Ej (z.y),
el error de la solucién u{™,. Entonces tiene lugar la igualdad

aproximada.

. 1
En(z, y) = (uiy —uiln)

en los nudos comunes de las redes. Pues, para determinar el error
de 1a solucién aproximada para el paso h, hay que hallar la solucion
para el paso 2k. Una tercera parte de la diferencia de estas soluciones
aproximadas es la evaluacién del error de la solucién para el paso k.
Esta observacién se puede extender también .a la solucién de la
ecuacién de la conduceién de calor mediante el método de diferencias

finitas.
Ejercicios para el capitulo XVIII
1. Deducir la ecuacién de oscilaciones torsionales de un vistago cilin-
drico homogéneo.
Indicacién. El momento torsional en la seccién del vistago de abscisa z
se determina por la férmula M ==GJ mg% , donde 0 (z, ) es el dngulo de torsién

de 1a seccién de abscisa x en el momento ¢, G es el médulo de desplazamiento
/. es el momento polar de inercia de la seccién transversal del vastago.
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s a6 @20 GI : y
Hespuesta: Wzas'ﬁf‘_' donde. a’:T, k es el momento de inercia

de la unidad de longitud del véstago.

2. Hallar la solucién de la ecuacién 3;:2 =a!% que satisface a las
condiciones:
0 (0, 1)=0, 8 (L, 1)=0, (2, 0)=gq (z), ?B‘r;' D0,
donde ’
@ (x)= 29;': cuando 0 <o < -é- :

¢ (z)=— 2{10T -+ 28g cuando% <z <L

Dar la interpretacion mecanica del problema,
FRespuesta:

FUER T

B () )= 2?: 3 [(-—1}'* o (2k+lum . [2k+{1)mu '
h=0

3. Deducir la ecuacién de oscilacicnes longitudinales de un vislago
cilindrico homogéneo.

Indicacién. Si u(z, t) es el desplazamiento de la seccion del vistago de
abscisa r en el momento t, entonces la tension I de extension en la seccion x

se determina por la férmula 7-=FES % , donde F es el madulo de elasticidad
del material, S es el drep de la seccion transversal del vastago.

n ias 0 oy 0N

espuesta: —mg-=ad -,

FTE) donde az—.n—«g— , p es la densidad del material

del vastago.

4. Un vastago homogéneo de longitud 2, bajo la accién de las fuerzas
aplicadas a sus extremos, se ha reducidc en la magnitud 2A. Cuando ¢ = 0,
cesa la accion de las fuerzas exteriores. Determinar el desplazamiento u (x, f)
de la seccidn del vistago de abscisa z en el momento ¢ (el punto medio del eje
del vistago tiene abscisa z = 0).

Respuesta:

sen

8w (—1)h (k) az  (2k+41) wat
u(z =73 3 @EL1)2 5T
h=0

5. Un extremo del vastago de longitud I estd fijo, sobre el otro actia una
fuerza de extension P. Hallar las oscilaciones longitudinales del vistago, si
para t = 0 cesa la accién de fuerza P.

Respuesta:

8Pl . (—1)n (2n4-1)nz __ (2n+1) nat
Fan? ZD Cari)E 0 gp s 31
n=
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(el sentido de E y § véase en el problema 3).

2,
6. Hallar la solucién de la ecuacién %— —=a? g;; que satisface a las

condiciones:
u=(0, t)=0, u(l, t)= 1senwt,
au (z, 0)

w(z, 0)=0, 5t =0,

Dar la interpretacién mecanica del problema.
Respuesta:

©

Asen— z sen w! o

a 24wa (—1)n-1 nnat nar

u(z, t)= 5 - i E : Ay Sen —— sen ——
san~&—l n=1® —(—l—)

Indicacién. Buscar la solucion en forma de una suma de dos soluciones:

@
A sen — x sen wt
@
u=v-| o, donde w== =
sen — I
it

es la solucién que satisface a las condiciones:
v(0, 1) =0, v(l, t)=0,

v (z, U) 6w(.1:. 0)

vz, 0)= —w(z, 0), 31 ot

(Se Supone que sen % £ 0) F

5 2
7. Hallar la solucitén de la ecuacién%%- = a2 g;; que satisface a las con-
diciones:
w(0, =0, wu(l, )=0,t>0,
r para 0 <= (‘%-
u (x, 0)= y 4
l—x para -2—< z <l
Respuesta:
t2n+1!‘ln!u‘!r
h(z, t)= .._ Z (-_1)" . a sen (2n+1) nx
% o= (2n+1)* Ji :
Indicaci6n. Resolver el problema por el método de separacion de variables.
2,
8. Hallar la solucién de la ecuacién %?:aﬂ %;t;- que satisface a las con-

diciones:
T)

w(0, )=u(0 =0, u(z,0)==LT
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HRespuesta:
g 2 g Sl
& n nx
H(I, f)—?s'zwf Seﬂ_l-.
n=0
i .. Ou d%u ;
9. Hallar la solucidon de la ecuacion -aT=a3m-§- que satisface a las
condiciones:
du
T s =0, u(l. t)y=ug, u(x, 0)=q ().
Indicar el sentido fisico del problema,
Respuesta:
oa
2
u(x, t)==nuy-| Z rt,‘e_ﬂe"""f cos (2"—1‘!”51'_ I,
n=0 -
donde
{
_ 2 (Zn--1) nx (—1)" bug
A,.,—-TScp{x}cna 5] r— YRR
0

Indicacién. Buscar la solucion en la forma w=ugt v (z, 1).
2
10. Hallar la solucién de la ecuacidn %=a=%:-;— que satisface a las

condiciones:
u(0, t)=0 e = —Hu| M=
LR x=p (%, O) =g (a).
Indicar el sentido fisico del problema.
Nespuesta:
i 2{ 2 —n:ﬂa'!
P71 Ba B e
u(z,t) = Ap——m————— ¢ sen —— |
Ba) ,,-2-1 RS !
donde

!
2 x
f!,,_:TS @ (z) sen ”'; dr, p=HI, pq, B2y +. -\ fns
0

son raices positivas de la ecuacién tgp= B
Indicacién. En ol extremo del vistago, para z=1I, tiene lugar un inter-
cambio de calor con el medio ambiente cuya temperatura es igua] a cero.
{1. Hallar (segin la férmula (10), § 6, poniendo k=0, 2) la solucién
Ju o2

aproximada de la ecuacitn szﬁﬁn, que satisface a las condiciones:

u(z, 0)=x (%—z) w0, 1)=0, u(l, t)=%. 0<r <4l
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3 A d%u 0%u
12. Hallar la solucién de la ecuacién de Laplace F.q-Tyzz‘o en la

banda 0 <z < a, 0<y < oo, que satisface a las condiciones:

u(0, =0, u(a, y)=0, u(z, =4 (1—%) . u(z, c0)=0.

HRespuesta:
o0
24 1 -2y nnx
u(r,)=—— > —e @ sen .
n a
n=1

Indicacién. Buscar la solucidn por el método de separ:cién de variables,
13. Hallar la solucién de la ecuacién de Laplace %-‘-W: =0 en un
rectangulo 0 <z <a, 0 <y < b, que satisface a las condiciones:
u (zv 0)=0v u {xt b)‘:O, u {Ot y)sz (b_y)l u{dl y)=0’
Respuesta:
P senh{2"+” a(a—z) p— (2n+1) my
a(E, = BAbE Z b b
' o 3 a "
b (2n+1) sonks (2n+b1} na

n=0

d2u
oy
de un anillo limitado por las circunferencias z2--y2= R}, z24y2= R}, que
satisface a las condiciones
fu
“ar

14. Hallar la solucién de la ecuacién —‘;,a:i!-k =0 en el interior

P vy bl ML

Dar la interpretacién hidrodinimica del problema.
Indicacién. Resolver el problema en coordenadas polares.
Respuesta:

¢ fy

2An In r

u:uz-—-

a2
15. La funcién u(z, y)=e~Vsenz es la solucion de la ecuacion 31: +
92

7yT=0 en el cuadrado 0 <z <1, 0 <y <1 que satisface a las condiciones:

u(0, y)=0, u(, yy=eVsen1, u(z, 0)=sen z, u(z, 1)=e"1senz.

En los problemas 12-15 resolver las ecuaciones de Laplace para las con-
diciones de contorno dadas, por el método de diferencias finitas, cuando
h=0,25. Comparar la solucién aproximada con la exacta.



CAPITULO XIX

CALCULO OPERACIONAL Y ALGUNAS
DE SUS APLICACIONES

Actualmente el céleculo operacional es una de las importantes
esferas del andlisis matemético. Los métodos de célculo operacional
se usan en la fisica, mecénica, electrotecnia y otras ciencias durante
la solucién de diversos problemas. El célculo operacional ha encon-
trado una aplicacién especialmente amplia en la automdtica y en
la telemecanica. En el presente capitulo (basdndonos en el material
de los capitulos anteriores del manual) daremos los conceptos prin-
cipales del célculo operacional y los métodos operacionales de solu-
cion de las ecauciones diferenciales ordinarias.

§ 1, FUNCION INICIAL Y SU TRANSFORMACION (IMAGEN)

Sea una funcién de una variable real ¢, definida para ¢ > 0
(a veces consideremos que la funcién f (¢) esté definida en un inter-
valo infinito —oo <<t < oo, pero f(f) = 0, cuando ¢ <C0).
Supongamos que la funcién f (¢) es continua por rozos (segmentos),
es decir, tal que en todo intervalo finito tiene un nimero finito
de puntos de discontinuidad de primera especie (véase § 9, capi-
tulo II, tomo I). Para asegurar la existencia de algunas integrales
en el intervalo infinito 0 < ¢ << oo, impongamos sobre la funcién f (1)
una limitacién adicional. Es decir, supongamos que existen nimeros
constantes positivos M y s, tales que

|| < et (1)

para todo valor de ¢ del intervalo 0 <t < co.

Examinemos el producto de la funcién f (f) por la funcién
compleja e~*' de una variable real *) ¢t donde p = a + ib (e > 0)
es cierto mimero complejo

e” "' (1). (2)

*) Sobre las funciones complejas de una variable real véase § 4, capi-
tulo VII.
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La funcion (2) es también una funcién compleja de una variable
real f:

e—pf f (f} — e—(rl—l—ih] lf {l) = e--utf (” e—ibt =
= *'f (1) cos bt — ie” *'f (t) sen bt ,
Examinemos ahora la integral impropia

o o0 o0

Se'_mf (1) dt =5 e (1) cos bl dt — i j e 'f (£) sen bt dt. 3
) .

0
Mostremos que si la funcion f (z) satisface a la condicién (1) y a = s,,
entonces las integrales del segundo miembro de la igualdad (3)
existen y la convergencia de las integrales es absoluta. Al principio,
evaluemos la primera de estas integrales:

” e “'f (t)cos bt dt [ < S | ™' () cos bt | dt <
o

0

o oo

<M S e e dt <= M 5 plosotyy M

a — 8§y

o ]
De modo andlogo se evalia también la segunda integral. Ahora bien,
la integral 5 e P'f (1) dt existe. Esta determina cierta funcién

0
de p, la cual designemos *) por F (p):

L

F(p) = S e M'f (2) (dr). (4)
0
La funcion F (p) se llama transformacion de Laplace o transfor-
mada £, o bien, simplemente, imagen de la funcion f (¢). La fun-
ci6én f (t) se llama funcién inicial u original. Si F (p) es la imagen
de la funci6n f (¢), se escribe que

) F (p) =1 (1), (%)
(4]
2 1) <-F (p), (6)
4]

L{f ()} = F (p). (7

Como veremos, la razén de introduccién de las imdgenes consiste
en que con su ayuda se logra simplificar la solucién de muchos

*) La funcidn f(p), cuando p=%0, esla funcién de una variable compleja.
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problemas, en particular, reducir la solucién de ecuaciones diferen-
ciales a las operaciones algebraicas simples para hallar una imagen.
Sabiendo la imagen, se puede hallar el original, bien segfin tablas
confeccionadas de antemano «original-imagen», bien segin los
métodos expuestos a continuacién. Surgen las siguientes cuestiones
naturales,

Sea dada cierta funcién F (p). ¢Existe o no una funcién f (t),
para la cual F (p) es suimagen? Si existe es esta funci6n la tinica?
Con suposiciones determinadas respecto a F (p) y f(¢), a ambas
cuestiones se da una respuesta positiva. En particular, la unicidad
de imagen se establece mediante el siguiente teorema que citemos
sin demostracién.

Teorema de unicidad. Si dos funciones continuas ¢ (t) y ¥ (2
tienen la misma imagen L de F (p), entonces estas funciones son idéntica-
mente iguales.

Este teorema desempeiia en lo ulterior un papel muy importante.
Efectivamente, si al resolver un problema préctico, hemos determi-
nado, de cierto modo, la imagen de la funcién desconocida, después,
seglin la imagen hemos hallado la funcién inicial, entonces, basan-
donos en el teorema formulado, concluimos que la funcion hallada
es la solucién del problema planteado y otras

soluciones no existen. A
Gylt)
4’—_———-—
§ 2, IMAGEN DE LAS FUNCIONES oy (t), sent, cost
I. La funcién f (¢) definida de modo tal que g F
f (f} = 1, cuando ¢ > 0 Fig. 379

f() =0, cuando ¢ <0,
se llama funcién unitaria de Heaviside y se designa por o (f).
La grafica de esta funcién estd representada en la fig. 379. Hallemos
Ia imagen L de la funcién de Heaviside:
-] e—pt =
L{o, (8)} = 5 e PMdt=———| =
P o

‘UI;—\

Pues*)

fas (8)

*) Al calcular la integral Se_p‘dt, se puede representarla como suma

0
de integrales de funciones reales; asi obtengamos el mismo resultado. Esta ob-
servacion se refiere también a las des integrales ulteriores.
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o, mas precisamente, 0, (:)47'%_

En algunos tratados del cdlculo operacional llaman la imagen
de la funcién f () a la expresion

F‘{p)=pS e P'f (t) dt.

Con tal definicién tenemos: oy (f) <~ 1, 7y, por consiguiente,
C <~ C, o, mas precisamente, C a4 (f) -~ C.
II. Sea f{t) = sen ¢; entonces

L{sent}:5e"'"sentdt_—._e—m(_‘uqsent_cosﬂw= ,,1 :
2 p+1 o p+1
Pues,
sen { < 2 .
pi1 (9)

IT1. Sea f (f) = cos t; entonces

L{cost) = [c“'costdt:'?_m(sent_pcosﬂ m= 2
- pPr41 o p2+1
Pues,
cost «—2 . (10)
p*+1

§ 3. IMAGEN DE LA FUNCION CON ESCALA MODIFICADA
DE LA VARIABLE INDEPENDIENTE.
IMAGEN DE LAS FUNCIONES sen at, cos at

‘Examinemos la imagen de la funcién f (af), donde a > 0:

L {f (at)} =Se""’f(at) dt,
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Sustituyamos la variable en la dltima integral, poniendo z = ai;
por consiguiente, dz = a df; entonces obtenemos:

oo

1 -2
Lf(at) o= S e ° f(2)dz

0

0
L[f(at)}=%—F(%).
De este modo, si
F (p) = f (@),
entonces:
1 p\-
EF(E‘)T'HG‘)- (11)

Ejemplo 1. De la férmula (9), en virtud de la (11), ohtenemos direc-
tamente:

g A 1
sen al <— -—a— P 3
' (£) +
9
. a .
2en al "-P‘_'i‘.ﬂ_z— . (12)
Ejemplo 2. De la férmula (10), en virtud de la (11), tenemos:
LY
cos at .;%,_“_2_
ER
6
. P
cos at far (13)

§ 4. PROPIEDAD DE LINEALIDAD DE LA IMAGEN

Teorema. La imagen de una suma de varias funciones multiplicadas
por constantes, es igual a la suma de imdgenes de estas funciones multipli-
cadas por constantes correspondientes, es decir, si

Fly = § Cihi (0 (14)
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(€'; son constantes) y

F)~1@, Filp)>1i@)

entonces
F(p)= X CiFi(p). | (14)

Demostracién. Multiplicando todos los términos de la igual-
dad (14) por e*' e integrando respecto a ¢ en los limites de 0 a oo
(sacando los factores C; fuera del signo de la integral), obtenemos
la igualdad (14).

Ejemplo 1. Hallar la imagen de la funcidn
f(t)=3sen 4t —2 cos bt.
Solucién. En virtud de las férmulas (12), (13) ¥ (15), obtenemos:

. A p M2 2p
LU =3 w2 wis @+ 0 7+5 "

Ejemplo 2. Hallar la funcién inicial cuya imagen se expresa mediantle
la férmula

5 20p
F(p)= g .
P ="mroE * T or
Solucion. Interpretemos F (p) de modo siguiente:

) 5 2 p
Fo=5 ey " 7ror

Por consiguiente, segin las férmulas (12), (13), y (14’), obtenemos:
f(t):'—; sen 2t 4 20 cos 3¢,

Del teorema de unicidad, § 1 se deduce que esta es la tUnica funcidn inicial
que corresponde a la F (p) dada.

§ 5. TEOREMA DE DESPLAZAMIENTO

Teorcma. Si F (p) es la imagen de la funcién | (t), entonces F (p-«)
es la imagen de la funcién e~ f (1), es decir,

entonces F(p + o) =>e *'f (1) } 9

(Aqui se supone que Re (p 4+ a) > s)).
Demostracién. Hallemos la imagen de la funcién e~® f (f):

Lie®j @) = :s: P () dt = :f e~ P gy dy,
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De este modo,

Lie®'f()) =F(p+ ).

El teorema demostrado permite ampliar considerablemente
la familia deimdgenes para las cuales se hallan ficilmente las
funciones iniciales.

§ 6. IMAGENES DE LAS FUNCIONES e""“, senh at,
cosh at, e~ % sen at, e~* cos at

De la férmula (8), en virtud de las férmulas (15), se deduce directa-
mente:

1
pt+a

Z>e  ®, (16)

Aniélogamente

2> g (16)

p—a
Sustrayendo de los términos de la correlacion (16') los términos
correspondientes de la correlacion (16) y dividiendo los resultados
de la resta por dos, obtenemos

.i( I )-’.rl(e'?’—e““'].
2\p—a p+a 2
O
y —»senh at. 17
e (17)
Andlogamente, sumando (16) y (16°), obtenemos:
- P - —» cosh o, (18)
p—a

En virtud de las formulas (15), de la formula (12) se deduce:
a

(p+ @)+ a*

A base de la formula (15), de la férmula (13) se deduce:

“> e *'senat. (19)

m_:_):——}zg'”i_—ag-:—r e *'cosat. (20)
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Ejemplo 1. Hallar la funcién inicial cuya imagen se da por la formula:

0= arqop Tt
Soluci6n. Transformemos F (p) en una expresion semejante a la que se
encuentra en el primer miembro de la correlacién (19):

71
PF10p 41 (p 5P 110

4
FESILER

- 7
=
Pues,

7 4
PO =7 Grepra
Por consiguiente, en virtud de la férmula (19) tenemos:

F(p)= —:- e~B! sen 4t.

Ejemplo 2. Hallar la funcién inicial cuya imagen se da por la formula

p+3
For=miepro
Solucién. Transformemos la funcién F (p):
p+3 (i) +2  p4+1 2 _
p242p4+10  (p+4-1)249 (p+1)2432 ' (p+1)2+32

SO . S-S SN,
TR VR N IR e

usando las férmulas (19) y (20) hallemos la funcién inicial:

F(p)> e feosdt+ —g— e~!sen 3t.

§ 7. DERIVACION DE LA IMAGEN
Teorema. Si F (p) = f (), entonces

mn

d
dp"

(=)' — F(p) = 1"/ (2). (21)

Demostracién. Primero demostremos que si f (#) satisface a la
condicién (1), entonces la integral

g e Pt (— t)*f (1) dt (22)
existe.

Seglin la hipétesis, |f(f) | << Me®!, p= a + ib, a > s; con
esto, a > 0, s, > 0. Es evidente que se halle e > 0 tal, que se
cumpliré la desigualdad a < s, + e. Igual que en § 1 se demuestra
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que existe la integral

cfe-“"'“ |7 ()] at.
]

Evaluemos ahora, la integral (22):

L]

§lewten (o) de= ;f | e~ (=ede=etg™f (1) | dt.

Puesto que la funcién e ®™ es acotada y su valor absoluto es

menor que cierto nimero N para cualquier valor de ¢ > 0, podemos
escribir:

;f |e—Pte™f (L) |dt <N :': |e~tP—eMf(t)|dt =N :f e~ (=8t | f(1)| dt << oo.

De este modo, queda demostrado que la integral (22) existe. Pero
podemos considerar esta integral como una derivada de r-ésimo
orden respecto al pardmetro*) p de la integral

§ e Pt (1) dt.
1}
Pues, de la féormula
F(p)="{ e P'f(t)dt
1]

obtenemos la formula

o0

S e — O () dt = a4l g e P (1) dt.
dp )

n
0

De estas dos igualdades obtenemos:

(=" a ~F(p)= S e P (1),
dp )

es decir, la férmula (21).

*) Hemos determinado antes la férmula de derivacién de una integral
definida respecto a un parimetro real (véase § 10, capitulo X1, tomo I). Aqui,
el pgrématro p es un numero complejo, pero la férmula de derivacién queda
vilida.

27-536
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Apliquemos la férmula (22) para hallar la imagen de la funcién
potencial. Escribamos la férmula (8):

LI
s

De esta férmula, en virtud de la férmula (21), obtenemos:

03(2)+

6
;S
R
P
Anilogamente
2
Para cualquier n tenemos:
nl .
pn-i-l . " (23}
Ejemplo 1. De la formula (véase (12))
p’—?—a’ = S e~P! sen at dt
derivando ambos miembros respecto al parameiro p obtenemos:
E;f:j—‘;g)? —:) t sen af. (24)
Ejemplo 2. De la férmula (13), en virtud de la férmula (21) obtenemos:
al— p2 .
(P’-l-:’)’ —>tcosat, (25)
Ejemplo 3. En virtud de la férmula (21), de (16) tenemos:
1 .- J
e e (26)

§ 8. IMAGEN DE LAS DERIVADAS

Teorema. Si F (p) —> f (t), entonces
pF(p) —f(O) =1 (). (27)
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Demostracién, Basindose en la definicién de la imagen, podemos
escribir:
oo

Lif )= 3 e " (t) d. (28)

Supongamos que todas las derivadas f' (t), " (¢), ..., /" (), con
que encontremos, satisfacen a la condiciéon (1) y, por consiguiente,
existe la integral (28), asi como las integrales anélogas para derivadas
ulteriores. Calculando por partes la integral del segundo miembro
de la igualdad (28), hallamos:

Lirol=5e"rma=e"1ol+p§ e @a
Pero, segin la condicion (1)
lim ¢ P'f () =0,

a0

Stz

e P (t)ydt=F (p).
Por eso:
LIf ()] = —f(0) 4 pF(p).

El teorema queda demostrado. Examinemos ahora la imagen
de las derivadas de cualquier orden. Sustituyendo en la formula (27)
F (p) por la expresién pF (p) — f (M), v f (¢), por la expresién f (¢),
obtenemos:

p[pF (p) — (O] — 1 (0) = 1" (9
o, abriendo los corchetes:
P*F (p) — pf (0) — " (0) = /" (). (29)
La imagen para la derivada de n-ésimo orden sera:
PUE() —[p" T O " (O + ...
oo PO+ O] 0. (30)

Observacién. Las formulas (27), (29), (30) se simplifican, si
O = =...fV(0) =0, En este caso tenemos:

F(p)->f(@),
pF(p) =1 (),

.........

P F(p) = ().

27+
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§ 9. TABLA DE ALGUNAS IMAGENES

Para el uso comodo de las imdgenes obtenidas, reunimoslas en una
tabla.
Tabla 1
a0
NeNy F(p)= 5 e—PL ;1 (1) pt It
o
1 1 1
p
2 Wa-ﬂz sen at
p
3 m cos at
1 —at
4 pta e
[«4
S PP—at senh at
6 ﬁ cosh ot
a —
7 TR ¢~ son at
pt+a —at
8 (pFa)itat e  cosat
n!
9 Py ¢
10 2pa 3 ¢
PE+a9)t sen a
a2 — p!
1 — (p“-i-—a’)” t cos at
1 —at
12 — t
(p+a)? £
1 1
13 m 5.3 (sen at — at cos at)
dn .
14 (—1}“31;,—“5'(?) i (t)
t
15 Fy (p)F2 (p) $rn@ne—mar
o

Nota: Las formulas 13 y 15 de esta tabla las deduciremos més tarde.
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Observacién. Si en calidad de imagen de la funcién f (#) tomamos:

F'(p)=p g e P (1) at,

entonces en las formulas 1-13 de la tabla las expresiones que se
encuentran en la primera columna hay que multiplicarlas por p.
Las férmulas 14 y 15 toman el aspecto siguiente. Puesto que F* (p) =
= pF (p), entonces, sustituyendo en el primer miembro de la f6r-

mula 14 F (p) por la expresi6n F';P) y multiplicando por p, obte-

nemos:
n L]
14", (—1)"p ‘Ln (.F__fﬂ)) = t"f ().
dp”\ p
Sustituyendo en el primer miembro de la férmula 15

=00 pp=L2®
P P

y multiplicando este producto por p, tenemos:
t

15. S F R ()= S f1 @) fo (t —) d.

0

§ 10. ECUACION AUXILIAR PARA
LA ECUACION DIFERENCIAL DADA

Supongamos que tenemos una ecuacién diferencial lineal de

n-ésimo orden con coeficientes constantes a,, ay, ..., a, _y, @,:
d"z d“ 'z dz

a a it @y — Fanx () =1 (2). 31

oo T U et G b Az (=10, @)

Es preciso hallar la solucién de esta ecuacién z = z (t) para t > 0,
que satisface a las condiciones iniciales:

20 ==z Z(0)=42, ..., 2" 00)=2zy". 32)

Antes hemos resuelto el problema planteado del modo siguiente:
hemos hallado la solucién general de la ecuacién (31) gque contiene
n constantes arbitrarias; después hemos determinado las constantes
de modo que se satisfagan las condiciones iniciales (32).
Ahora expondremos un método maés sencillo de solucién de este
problema, el método de célculo operacional. Hallemos la imagen L
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de la solucién « (¢) de la ecuacién (31) que satisface a las condicio-
nes (32). Designemos esta imagen L por z (p); de modo que
z (p) —= z (t).

Supongamos que existen las imfgenes de la soluciéon de la ecua-
cién (31) y de sus derivadas hasta el orden n (después de hallar la
solucién, podemos comprobar que esta suposicion es valida).

Multipliquemos todos los términos de la igualdad (31) por e,
donde p — a - ib, e integremos respecto a f en los limites de U a oo:

oo o

auS e*"’ﬁ—dt-{* a S e il dt+...+a Se_mif(i) dt =
) dt" ) q=t = )

oo

- S ePf(ydt.  (33)

0

En el primer miembro de la igualdad se encuentran las imagenes
L de la funcién z (t) y sus derivadas, en el segundo, la imagen L de
la funcién f(f) que designemos por F (p). Por consiguiente, se
puede escribir la igualdad (33) en la forma:

ayL {%} +a,L {%} + ...+ a, L{z(®}=L{f(t).

Sustituyendo en esta igualdad las imagenes de la funcion y de sus
* derivadas por las expresiones (27), (29), (30), obtenemos:

a6 (P"Z (p) — [P""'%0 +p" 2%y +p" T + ... + 207V +
+a (P2 (p) — [P 2 Ee P+ A 20T

+ an— (P2 (p) — [70]} + anz (p) = F (p). (34)
La ecuacién (34) se llama ecuacién auziliar o la ecuacién de imagen.

En esta ecuacién la incégnita es la imagen z (p), la cual desde ésta
se determina. Transformémosla dejando en el primer miembro los

términos que contienen z (p):

z(p)[ap™ +ap"  + ... + @Gnyp + an]=
=a[p" 2o+ p" P Ho+ ..+ U]+
+ a[p" 2z + P+ 2 P+

+ ap—a[pxo + 23] + an—y[x] + F(p). (34)
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El coeficiente de z (p) en el primer miembro de la igualdad (34")
es un polinomio de p de n-ésimo grado que se obtiene si en el primer
miembro de la ecuacién (31) en vez de las derivadas ponemos las
polencias respectivas de p. Designémoslo por g, (p):

@n(p)=aop” +ap" '+ ...+ @ayp+ an. (35)
El segundo miembro de la ecuacién (34") se compone del modo si-
guiente:
el coeficiente a,-, se multiplica por z,
el coeficiente a,_, se multiplica por pz, -} x,,
el coeficiente a, se multiplica por p"~%xo-+ p"3z,+4 ... +af"~2,
el coeficiente @y se multiplica por p"'zo-+ p" 2z, ... +z{r-Y.

Todos estos productos se suman. Se adiciona ademas la imagen del
segundo miembro de la ecuacién diferencial F (p). Todos los tér-
minos del segundo miembro de la igualdad (34"), a excepcién de
F (p), después de reducir los términos semejantes, forman un poli-
nomio de p de (n — 1)-ésimo grado con coeficientes conocidos.
Designémoslo por ¥, (p). De este modo, la ecuacién (34") podemos
escribirla en la forma:

';: {p) Pn (P} =Py (P) + F{p)'

De esta ecuacién determinamos z (p):

% wn—i {,U} F{P)
z(p) =22 36
L Pn(p) Pn(p) 9

Pues, z (p) determinade de este modo es la imagen de la soln-
ci6n z (t) de la ecuacion (31) que satisface a las condiciones inicia-
les (32). Si ahora hallamos la funcién z* (f), cuya imagen es la
funcion x (p) determinada por la igualdad (36), entonces, en virtud
del teorema de unicidad, formulado en § 1, se deduce que z* ()
es la solucién de la ecuacién (31) que satisface a las condiciones (32),
es decir,

z* (f) = z (1).

Si hallamos la solucién de la ecuacion (31) para condiciones
iniciales nulas: z, = a, — 2 = . .. z* = 0, entonces en la
igualdad (36) ,-4 (p) = 0, y ésta toma la forma:

F(p)

z(p)=
i Pn(p)
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" st F(P) . 36
z(p) P ———. (36)

Ejemplo 1. Hallar la solucion de la ecuacidn
dx
=4

que satisface a las condiciones: para t=0, z=0.
Solueién. Formemos la ecuacidn auxiliar

FO o+ =04 6 F () =i
Descamﬂuniendn la fraccién del segundo miembro en las fracciones ele-
mentales, obtenemos:
- 1 1
e
Usando las férmulas 1 y 4 de la tabla 1, hallamos la solucién:
z(t)=1—e"t,
Ejemplo 2. Hallar la solucién de la ecuacién
d?z
_d!_f+ r=1,

que satisface a las condiciones iniciales: zg—=z,==0, para t=0.
Solucién. Escribamos la ecuacién auxiliar (34')

- i, - 1
21 0)=— ¢ SIS
_ z (p) (p24-9) z z(p) P (ET9)
Descomponiendo esta fraccién en las fracciones elementales, obtenemos:
1 1
——p

- ] 9
£ (P)=W+T .
Basindonos en las férmulas 1 y 3 de la tabla 4, hallamos la solucién:

2 (1)= —5 co8 3t 45 .

Ejemplo 3, Hallar la solucién de la ecuacién
d%x dz
E,—-l—!i T"+21‘= t,

que satisface a las condiciones iniciales: para t =0, zy=2z;=0.
Solueién. Escribamos la ecuacién auxiliar (34')

z(0) cp=+3p+2)=%
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;{p}=-i_ 1 .—_; 1
p? (P2 43p+2)  plp+1)(p+2)°

Descomponiendo esta fraccién en las fracciones elementales por el método
de coeficientes indefinidos, obtenemos:

sl i 31, 1 1

= T TpH1 A(p+D"

Segiin las férmulas 9, 1 y 4 de la tabla 1 hallamos la solucién:
z(t}—-ft—%+e"—--e”*

Ejemplo 4. Hallar la solucién de la ecuacién

diz dz
—&}T—]—27+5x=ssn t

que satisface a las condiciones: zp=1, z;=2, para t=0.
Solucién. Escribamos la ecuacién auxiliar (34°)

z (p) (p2+2p+5)=p-1+2+2-1+4L {sen t}
Z(0) (24 20+ 5) = p-+4 +;i% :

de donde hallamos z (p):

oy TR L . 1
S b B o ) )

Descomponiendo la tltima fraccién del segundo miembro en las fracciones
elementales, podemos eseribir:

A &
z(p)= Ui +_W+h5-
Pi4-2p+5 pr-+1

TR SN W SR S R G
2= GFFE 02 GFTSE 10 AEiT 5 Pl

En virtud de las férmulas 8, 7, 3 y 2 de la tabla 1, obtenemos la solucidn:

1

1
Em"}-"g sent

z(;)=%e“ cos 2z+%a-' sen 2t —

o, en definitiva:

z(t)=e"! (:—écos 2:+§'—-g sen 2:) —%cos :-}-%sen t.
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§ 11. TEOREMA DE DESCOMPOSICION

De la formula (36) del parrafo anterior se deduce que la imagen
de la solucion de la ecuacién diferencial lineal consta de dos tér-
minos: el primero es una fraccién racional propia de p, el segundo
es una fraccion, cuyo numerador es la imagen del segundo miembro
de la ecuacion F (p), y el denominador, el polinomio g, (p). Si
F (p) es una fraccion racional, entonces el segundo término es tam-
bién una fraccién racional, De este modo, hay que saber hallar la
funcién inicial cuya imagen es una fraccién racional propia. Exami-
nemos este problema en el presente parrafo. Sea la imagen L de
cierta funcion una fraccion racional propia de p:

Pa—1(P)

@a(p)
Es preciso hallar la funcién inicial (original). En § 7, capitulo X,
tomo [ hemos mostrado que toda fraccién racional propia se puede

representar en forma de una suma de fracciones elementales de
cuatro tipos:

A -
=
.
(p—a)’

Ap+ B
" pi+-ap +-a
es decir, -%‘——az-:::O.

TV —&, donde las raices del denominador son

(p2+asp+a)t
complejas, es decir, k> 2.

Hallemos las funciones iniciales para las fracciones elementales

escritas, Para la fraccion de tipo I en virtud de la formula 4 de la

tabla 1, obtenemos:

I

I1.

11 donde las raices del denominador son complejas,

> Ae®,

p—a’
Para la fraccién de tipo II en virtud de las formulas 9 y 4 de la
tabla 1 obtenemos:

A - 1 hk—1 _at
t = 37
et T " w9
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Examinemos ahora la fraccién de tipo III. Efectuemos las trans-
formaciones idénticas:

Ap+B Ap+B _
z = 2 ———
P+ap+a (p+%)+(]/%_%)

Ao+ )+ (- %) i

(p+%)2+( ]/az-"%)a (p+_c=£._)=‘+( @)2
+(B_T’)(p+%)“+(]/az_ﬁ_)’

Designando aqui los sumandos primero y segundo por M y N
respectivamente, obtenemos en virtud de las férmulas 8 y 7 de la
tabla 1:

2

M—}Ae—?:cost ]/az—%,

De este modo, en definitiva tenemos:

2Ap—l-B N
pP+apta’

o 2 - 2
—e 2'| Acost |/ ugtﬁ-}-—z—sent]/az—-ﬂ . (38)
4 2 4
=

Aquino examinamos el caso de una fraccién elemental de tipo IV,
puesto que esto estd relacionado con numerosos cédlculos. Para algunos
casos particulares examinaremos este problema més abajo.
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§ 12. EJEMPLOS DE SOLUCION
DE ECUACIONES DIFERENCIALES
Y SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES
POR EL METODO OPERACIONAL
Ejemplo 1. Hallar la solucién de la ecuacién
diz
i ~+ 4x = sen 3z,

que satisface a las condiciones iniciales: x3=0, z;=0, cuando t=0.

Solucién. Formemos la ecuacién auxiliar (34')

- 3 - 3 ==
2 4 o e—— _——
)PP+ 0) =55y 2 (P =TaT1y, =)
6
— 3
- 5 5 1 3 3 2
*P =gt ErE= "5 o 0 Ah’

de donde obtenemos la solucidn:

z ()= %'sen 2t — % sen 3¢.

Ejemplo 2. Hallar la solucién de la ecuacién
d3z
s T==0

que satisface a las condiciones iniciales: zp=1, z5=3, z; =8, cuando t=0.
Solucién, Formemos la ecuacidén auxiliar (34’)

z (p) (PP +1)=p2-1+p-3+8,
hallamos:

symStints,  pA43pi8
P+1 (p+1)(P2—p+1) *

Descomponemos la fraccién racional obtenida en las fracciones elementales
__P43p48 2 —p46
(p+1)(p*—p+1) p+1° p2—p+1

pP——= o Ay

2 11 2
2

I
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Usando la tabla 1, escribamos la solucién:

1 i
z{£}=29'3+¢51(—c0312§£+%33n$ :).
Ejemplo 3. Hallar la solucién de la ecuacidn
dz
a Fz=tcos2t,

que satisface a las condiciones iniciales: z=0, z;=0, cuando ¢t=0.
Solueién. Escribamos la ecuacién auxiliar (34)

= 1 8
z (p) (P’+1)=m“"m ,

de donde: B 4 - §
—_ 1
P=—gErt v Ets wrer
Por consiguiente,

z(t)= —%sent+ Tssse“ 2:—}—%« (-;—senZ:dtnosza) F

Es evidente que aprovechando el método oreracinnal se puede resolver

tgmhi%n los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales. Mostrémoslo en un
ejemplo.

Ejemplo 4. Hallar la solucién del sistema de ecuaciones
dx dy
32z =1,
dz dy o
ar Hh g +3=0
que satisface a las condiciones iniciales: z=0, y=0, cuando t=0.

Solucién, Designemos = (t)<—z (p), y (t)<—y (p), y escribamos un sis-
tema de ecuaciones auxiliares:

Bp-+2 % (p)+py tha% :

pz (p)+(4p+3) y (P)=0.
Resolviendo este sistema, hallamos:
E(p)=_4£_+_3_.._=L_ﬁ 1 1
p(p+1)(11p+6)  2p 5(p+1) 10(11p+6)°

_(}=..‘ 1 nr‘l_(i__ 11 )
AP Mp+6)(p+1) 5 \p+1 1p+6/"

Segin las iméagenes hallamos las funciones iniciales, es decir, las solu-
ciones buscadas del sistema:

. 8,
z(:}:%--—~%-e"—%e eSS
t - 11t

p=glet—e 1Y,

Analogamente se resuelven los sistemas lineales de 6rdenes superiores.
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§ 13. TEOREMA DE CONYOLUCION

Al resolver ecuaciones diferenciales por el método operacional,
puede ser 1til el teorema siguiente.

Teorema de convolucién. Si Fy (p) y F, (p) son imdgenes de las
Junciones f, (¢) y f» (1), es decir,

Fy (P)—’f«. ) v Fo(p) —"fz ),

entonces F, (p) Fy (p) es le imagen de la funcidn
t

EI: (¥) 2 (t —7) dr,

es decir
t
Fi(p) F2(p) = g /1 (@) f2 (2 — ) d. (39)

Demostracion. Hallemos la imagen de la funcién

:\; f1(0) fo (t —7) df,

partiendo de la definicién de la imagen:.
t G
LiJi@fe—md]={e S 1 @) fo (e — ) de] de.
1] ]

La integral de segundo miembro es la integral iterada de segnndo
orden que se toma por el dominio limitado
por las rectas T = 0, v = ¢t (fig. 380). Cam-
bhiemos el orden de integracién en esta integ-
ral; entonces obtenemos:

7}

!
L {sl'].f,m f(t —dt) =

E o oo
Fig. 380 §[fi@) § e Pt — ) di] dr.
o T

Sustituyendo la variable ¢ — t=2z en la integral interior, tenemos:

St et —vdt= g e Pty () dz=e" " § e "y (2) dz=
=e ""Fy(p)-
Por consiguiente,

t

LI A @ f (0 —)di) =§ng (®) 7" F, (p) de =

= F,(p) !n 9Fptf1 (t) dv= F,(p) Fy(p).
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Pues,
§ fi (T) f2(t —7) d“‘— Fy(p) Fy(p).

Esto es la férmula 15 de la tabla 1.
t

Observacién 1. La expresion {f, (1) fo (¢t — 1) dt se llama
0

convolucién (resultante) de dos funciones f; () y f» (f). La operacién
para obtener un resultante se llama convolucidn de dos funciones:
en este caso

1 t
l:;f‘ @) fo(t —1) dv= g; fi (t —7) fo(v) dr.

Al sustituir la variable £ — v = z en la integral derecha podemos
determinar que la Wltima igualdad es valida.
Ejemplo. Hallar la solucién de la ecuacién

2
T ta=10),

que satisface a las condiciones iniciales: zg=z; =0, cuando ¢=0.
Solucién. Escribamos la ecuacién auxiliar (34') z(p)(p2--1)=F (p),
donde F (p) es la imagen de la funcidn 1(t). Por consiguiente, ;(P)z;‘zﬁ__i F(p),
1 L)

pero pz_jr_l—}-sen t,y F(p)—>1(1).
Aplicando la férmula de convolucién (39) y designando pzi{_izi‘g (),
F (p)=F,(p), obtenemos:
t
z (t) =.-§ /(1) sen (t—1) dr. (40)

Observacién 2. En virtud del teorema de convolucién es facil
hallar la imagen de la integral de la funcién dada, si es conocida

la imagen de esta Wltima; es decir, si F (p)—> [ (), entonces:

i
LFP(p > | f@ . (1)
P 0

En efecto, si designamos

=1, f(@)=1, entonces; F,(p)=F(p), Fz(P)=%-

Sustituyendo estas funciones en la férmula (39), obtenemos la f6r-
mula (41).
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§ 14, ECUACIONES DIFERENCIALES DE OSCILACIONES MECANICAS.
ECUACIONES DIFERENCIALES DE LA TEORIA
DE CIRCUITOS ELECTRICOS

De la mecanica se sabe que las oscilaciones de un punto material
de masa m se describen por la ecuacién *):
d’z A dz k 1
AT i _— —_—— — N 42
dt‘+mdt+m mf:(t). (42)
aqui, z es la desviacién del punto desde cierta posicién; k, rigidez
de un sistema eldstico, por ejemplo, muelle (ballesta); la fuerza
# de resistencia al movimiento es proporcio-
& nal (con coeficiente de proporcionalidad A)
al primer grado de la velocidad; f; (f) es
la fuerza exterior o perturbadora,
£ R Resolviendo la ecuacién de la forma
? (42), se describen las oscilaciones pequeias
también de otros sistemas mecdnicos que
i 29 tienen un grado de libertad, por ejemplo,
o oscilaciones torsionales del volante sobre
Fig. 381 un arbol elastico, si z es el dngulo de giro
del volante; m, momento de inercia del
volante; k, rigidez torsional del drbol y mf; (f), momento de fuerzas
exteriores respecto al eje de rotacién. Las ecuaciones de la forma
(42) describen no s6lo oscilaciones mecdnicas, sino también los
fendmenos en los circuitos eléctricos.

Supongamos que tenemos un circuito eléctrico, compuesto por
la inductancia L, resistencia R y capacidad C, al cual es aplicada
una f.e.m, E (fig. 381). Designemos por i la corriente en el circuito;
por @, la carga del condensador; entonces, como es sabido de la
electrotecnia, i y Q satisfacen a las siguientes ecuaciones:

di ., Q '
L— 4 Ri+ =&k, 43
5 + Ri+ (; (43)

dQ
dt e
De la ecuacién (44) obtenemos:
d’Q di

—_— 44
dt* dt (44}

*) Véase, por ejemplo, tomo II, capitulo XIII, § 26, donde hemos obtenido
la ecuacién semejante, al examinar la oscilacién de una carga sobre una ballesta.
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Introduciendo (44) y (44’) en la ecuacién (43), obtenemos para Q
una ecuacién de la forma (42):

40  pdo 1,
L5 +RE-+ Q=L (45)

Derivando ambos miembros de la ecuaci6n (43) y aplicando la ecua-
cién (44), obtenemos la ecuaciébn para determinar la corriente i:

d*i di 1 dE
A— o —im=— 46
di* + dt ” ¢ 46y

L ,
dt

Las ecuaciones (45) y (46) son de la forma (42),

§ 15, SOLUCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL
DE OSCILACIONES

Escribamos la ecuacién de oscilaciones en la forma:

d’z dz

— 4t ay— =f(t),

o=/ (47
donde el sentido mecédnico o fisico de la funcién desconocida =z,
los coeficientes a,, a; y la funcién f (f) se determina fécilmente,
comparando esta ecuacién con las (42), (45), (46). Hallemos la solu-
cién de la ecuacién (47), que satisface a las condiciones iniciales:
z = &, = = x,, cuando ¢ = 0.

Formemos la ecuacién auxiliar para (47):

z (p) (p* + ayp + ag) = Zop + 75 + azy + F (), (48)

donde F (p) es la imagen de la funcién f (f). De la igualdad (48)
hallamos:

= ¢y — TP + %o + as%, F(p)
z(p)=—5 ~ .
pt+ap+a p+apta
As1, para la solucion Q (f) de la ecuacién (45) que satisface a las

condiciones iniciales: Q = @y, Q' = @,, cuando ¢ = 0, la imagen
tendra la forma:

a(p)=L(OoP+Qo)+1RQu+ E (p) e
Lp*+Bp+ & L'+ Hp+ &

(49)

28-538
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El caracter de la solucién depende en gran medida de que las
raices del trinomio p* + a;p + a, sean complejas, o bien reales
distintas, o bien reales iguales. Examinemos detalladamente el
caso en que las raices del trinomio son complejas, es decir, cuando

a4

2
(_9__) — a, << 0. Los demas casos se examinan andlogamente.

Puesto que la imagen de una suma de dos funciones es igual a la
suma de sus imdgenes, entonces, en virtud de la férmula (38), la
funcién inicial para la primera fraccién que se encuentra en el se-
gunde miembro de (49) toma la forma:

x——-——-of—l——x&_{_alz":—}e_%! xgcost Vﬂg—ﬁi-f-
ptapt+a 4

'Tu“ 1

4+ —— 2 sent ]/az—— . (50)
V-7

Hallemos ahora la funcién inicial que corresponde a la fraccion:

F(p) .
pP*+ap+a,

Aqui apliquemos el teorema de convolucién, tomando en conside-
racion que

. e 2
! - E_Zsent ]/az*-%. F (p)—> [ (t).

Por consiguiente, segin la férmula (39) obtenemos:

F(p) .

—_—

P2+41p+az :

;> S fx)e 3 (t—7) ]/a,, - if- dv. (51)
0

_a
%
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Pues, teniendo en cuenta (50) y (51) de (49), obtenemos:
zoa
r %R

-4
I{t):e 2' Taco8t {32-—’-—'———"?'—-__.__
. V <

i

ap ., 2
—|——1—-—5f{1}e_?” 1'sen(c-—t) Vaz—ﬂdt. (52)
Vo4 4
aa-—‘z‘

Si la fuerza exterior f (f) = 0, es decir, si tenemos oscilaciones
mecdnicas o eléctricas libres, entonces la soluciéon se expresa por
el primer sumando del segundo miembro de la expresion (52). Si
los datos iniciales son iguales a cero: z, = z; = 0, la solucién se
expresa por el segundo sumando del segundo miembro de la igual-
dad (52). Examinemos méas detalladamente estos casos.

§ 16. INVESTIGACION DE LAS OSCILACIONES LIBRES

Supongamos que la ecuacién (47) describe las oscilaciones libres,
es decir, f (t) = (). Introduzcamos, para simplificar la escritura
de las féormulas, las designaciones: a; = 2nr, ay = k*, k* — k* — n?
Entonces la ecuacion (47) toma la forma:

dﬁ sl Oy ——+k21:__ 4 (53)

La solucién de esta ecuacién z;,p, que satisface a las condiciones
iniciales: & = =, #° = 7, cuando t = 0, se da por la formula (50)
o por el primer sumando de la f6rmula (52):

Zup () =¢ "' 1:2‘0(:0‘: ket <+ L:ﬁf sen klt] . (54)

1

Designemos x,= a, Zo- ’;‘r"" =b. Es evidente que para a y b cuales-

quiera se puede elegir 114 y & tales, que a-—-Msenﬁ b= M cos §,
siendo M*=a® -2, tgb=a/b. Escribamos la formula (54) del
modo siguiente:

Zup =€ "' [M cos kst sen 8 + M sen kcos 6],
o, definitivamente, podemos escribir la solucién en la forma:

aup="Va® + b* e "' sen (kyt + 6). : (55)
28»
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La solucién (55) corresponde a las oscilaciones jue se amortiguan.
Si 2n = ay = 0, es decir, si no hay rozamiento interno, la solu-
ci6bn tendrd la forma:

z,, = Va® 4 b*sen (k,t + ).

En este caso tienen lugar las oscilaciones arménicas (En el tomo II,
capitulo XIII, § 27, en las figs. 270 y 271 se dan las gréificas de
las oscilaciones arménicas y amortiguadas).

§ 17. INVESTIGACION DE LAS OSCILACIONES MECANICAS
Y ELECTRICAS EN CASO DE APLICACION
DE UNA FUERZA PERIODICA EXTERIOR

Al estudiar las oscilaciones elasticas de los sistemas mecdnicos,
y, en particular, al estudiar las oscilaciones eléctricas, hay que
examinar diferentes tipos de fuerza exterior f ({). Examinemos de-
talladamente el caso de una fuerza periédica exterior. Sea la ecuacién
(47) de la forma
&’z dx
—_— —— + k*z = A sen wt. 56
3 TR : )

Para aclarar el cardcter del movimiento es suficiente examinar el
caso de 7, = x, = 0. Podemos obtener la solucién de la ecuacién
mediante la férmula (52), pero, desde el punto de vista metado-
légico, aqui es mas comodo obtener la solucién, ejecutando tedos
los célculos intermedios.

Escribamos la ecuacién de imagen:

(1]

P+ 0’

z (p)(p* + 2np + K) = 4

de donde obtenemos
Aw
("4 2np + ) (P + ©*)
Examinemos el caso de 2n 5= 0 (n® << k?). Descompongamos la
fraccién del segundo miembro en fracciones elementales:
Ao ___Np+-B Cp+ D
2 2 2 2 P 2 2° (58)
(P +2np +K)(p* + ) p°+2np+ P+ @

Determinemos las constantes B, C, D por el método de coeficientes
indefinidos. Aprovechando la férmula (38), de la (57) hallemos la

(57)

z(p)=
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funcién inicial;

4
(¥ — o®* + 4n*e®

z(t)= {(k2 — 0% sen ot — 2nwcos vt +

i e [(2"2 — + (s)g] .%],_. sen k¢ 4 2nwcos kit]} 5 (59)
i

aqui, de nuevo k; = J'k* — n®, Esta es la solucién de la ecuacién
(56) {&):[ue satisface a las condiciones iniciales: zy = z, = 0, cuando
=4,

Examinemos un caso particular, cuando 2r = 0. Esto corres-
ponde a que, por ejemplo, en un sistema mecéanico no hay resistencia
interior, o sea, falta el amortiguador. Para el caso de un circuito
eléctrico esto corresponde a que R = 0, es decir, no hay resistencia
interior en el circuito. Entonces la ecvacion (59) toma la forma:

Lz + Kk'z — A4 sen wt, (60)

di’

v la solucién de esta ecuacién que satisface a las condiciones: z; =
= z, = 0, cuando ¢ = 0, se obtiene, si en la formula (59) ponemos
n =0

A

= —]— ; 1
z (1) {k’—mz}k[ w sen kt 4 k sen wi] (61)

Aqui tenemos la suma de dos oscilaciones zy

armoénicas: propias, con frecuencia #k: P

A o 7 i I} ¢

Tp(t) = — —————senkt P

=g % T

IEEEERE

y forzadas, con frecuencia w: RERERE
4 g PO ET L ¢

zy (t) = 5 %en wt. & i

¥ — o ~SARERRE

Piid
Para el caso de k > ® el caricter de g] P e

.oscilaciones estd representado en la
fig. 382. Fig. 382
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Regresemos de nuevo a la férmula (59), Si 2n = 0, lo que tiene
lugar en los sistemas mecénicos y eléctricos examinados, entonces
el término que contiene el factor e ™, que representa oscilaciones
amortiguadas propias, va decreciendo rapidamente, cuando ¢ crece.
Con ¢ bastante grande el caricter de las oscilaciones se determina
por el término que no contiene el factor e=™ es decir, por el término:

_ A
(i — %) + 4nte*

z () {(* — 0 sen ot — 2nm cos ot]. (62)

Introduzcamos las designaciones:
A — o)
¥ — o®* + 4n*e®

donde

_ A 2nw
(kz — @)? 4 Aol

= M cos §; = M send, (63)

VK = o) + o

Se puede escribir la solucién (62) del modo siguiente:

M = sen (@t 4 8). (64)

K ]/(1 — %) + 4n*- 2
- ;

[

z(l)=

De la formula (64) se deduce que la frecuencia k de oscilaciones for-
zadas coincide con la frecuencia ® de la fuerza exterior. Si la
resistencia interior que se caracteriza por el nimero n, es pequena
y la frecuencia ® es proxima a la frecuencia k, entonces la amplitud
de oscilaciones puede ser hecha tan grande como se guiera, puesto
que el denominador puede ser arbitrariamente pequeiio. Para
n=0, @*=k?% la solucién no se expresa por la féormula (64).

§ 18. SOLUCION DE LA ECUACION DE OSCILACIONES
EN CASO DE RESONANCIA

Examinemos un caso particular, cuando a; = 2n = 0, es decir,
cuando no hay resistencia y la frecuencia de la fuerza exterior
coincide con la frecuencia de oscilaciones propias k = w. En este
caso la ecuacién toma la forma:

d’z

o 4+ k*z = A sen kt. (65)




Solucién de ecuaciin de oscilaciones en . caso de resonancia 439

Hallemos la solucién de esta ecuacion que satisface a las con-
diciones iniciales: z; = 0, z, = 0, cuando t = 0. La ecuacién
auxiliar sera:

=~ P A k
de donde
- A
= =

Hemos obtenido una fraccion racional propia de tipo IV, que no
habiamos examinado en forma general. A fin de hallar la funcién
inicial para la imagen (66), aprovechemos el siguiente procedimien-
to. Escribamos la identidad (férmula 2 de la tabla 1)

o

—-z—i-k—z — S e "'sen ktdt. (67)
P+ o

Derivemos *) ambos miembros de esta igualdad respeclo a k:

2
a 1 2 o 2k 2= g eupftCOS k‘ dt.
L R

Usando la igualdad (67), podemos escribirla en la forma:

oo

- _2L"”= S e M [!caskt L l-sen kt] dt.
P +&7J k
De donde se deduce directamente:
Ak . A (1
—

T sen kit — tcos kt)

P+ 2%

(de esta formula se obtiene la 13 de la tabla 1). Pues, la solucion
buscada de !u ecuacion (63) es:

z(l) = %_ (% senkt — tcos k:) : (68)

). La integral del segundo miembro, se puede representar en forma de una
suma de dos integrales dc una variahle real, cada una de las cuales depende del
parimetro k.
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Estudiemos el segundo sumando de esta solucién

z, (1) = -—g—ctcos kt; (68)

al aumentar #, esta magnitud no es acotada. La amplitud de os-
cilaciones que corresponden a la férmula (68°) crece ilimitadamente,
al aumentar indefinidamente ¢. Por tanto, la amplitud de oscila-
ciones que corresponden a la férmula (68) crece ilimitadamente.
Este fendmeno que tiene lugar al coincidir la frecuencia de oscila-
ciones propias con la frecuencia de fuerza exterior, se llama reso-
nancia (véase también tomo II, capitulo XIII, § 29, fig. 273).

§ 19. TEOREMA DE RETARDO

Sea la funcién f (f) idénticamente igual a cero, cuando ¢ < 0
(fig. 383, a). Entonces la funcién f(f — ;) serd idénticamente

f [’ﬂ k
> V7 % 7
4)

aj

Fig. 383

igual a cero, cuando ¢ << t, (fig. 383,b). Demostremos el siguiente
teorema de retardo:

Teorema. Si F (p) es imagen de la funcién f(t), entonces
e~PoF (p) es la imagen de la funcién f(t—ty), es decir, si f(t) <~ F (p),
enlonces:

[(t—t)<—e P"F (p.)

Demostracion. Segiin la definicion de imagen tenemos:
b lg oo
Lijt—t)) =] e ™ft—tyde =] e *F(t—tg) dt+ § & "} (1—to) d.
0 0 1o
La primera integral del segundo miembro de la igualdad es

igual & cero puesto que f (t — ¢;) = 0, cuando ¢ << £;,. En la tiltima
integral sustituyamos la variable, poniendo ¢ — f = z:

LUrt—19) = {090 dem ™" T (3 dam e P H (.
De este modo, f (t — o) «—e P F (p).
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Ejemplo. En el § 2 hemos establecido para
una funcién unitaria de Heaviside: og (1) -t-—i . Gp(t-h)

Baséndose en el teorema demostrado, se deduce
que para la funcién op(t—h), representada en

la fig.

384, la imagen L serd %e'!’“, es deecir, g] B ¢
v i
%0 (t—h) <= - P, Fig. 384

Ejercicios para el capftulo XIX

Hallar las soluciones de las siguientes ecuaciones para las condiciones
iniciales indicadas:

2.
3.

f0.

*Tder T

tode2

%4—3 i—f—i—f&zzf). z=1, =’ =2 para t=0. Resp, z=4e ! —3e-2,
ddx diz

S ga =0 #=2 2'=0, 2"=1 para t=0. Resp. 2=1—1t+el.

2 t
%—2& :—: +(a24-b2) =0, z=x), 2=z, para t =0. Resp. x:% X
X [zob cos bt 4 (zy — xga) sen bi].

2
% 3-[5—-{-&:25'. z=1, z'=2 para t=0. Resp. z=-1%e“+

+—;— el +% e,

diz a
+m2z=acosnt, z=uwxg, ' =z para t=0. Resp. R g %

o
% (cos nt —cos mt}-i-xacosmt—i—:“senm:.

2
%‘-xi-—-%zﬂ. z=0, z'=0 para t=0. Resp. z=2e‘—%t3—£’—-2:—2.
d3z 1 1 3
— = 2! =z '=z"= = =— 2 —
.d‘a-}-x 5 12!, x=z'=z 0 para t=0. Resp. z 4(1 3:+2)x
- - 1
1 1 tV3 = t V31 3!
T A _ g A
xse 5 ¢ 3 {cos 3 1/ 3 sen 5 }e ,
i :7:+z=l, zp=x=2,=0 para t=0. Resp. :mi—?s"-—
t =
2 7 t1/3
'—-‘—3—6 cos ) .
i %—2%-1—::39!1!, Tg=zyg==xy=xf=0 para t=0. Resp. z=

=%[:f (t—2)+e ! (t+2)+42sen t].
Hallar la solucién del sistema de ecuaciones diferenciales

d2x d?
V=1 Frtz=o

que satisface a las condiciones iniciales: zp=pyy=zyj=y;=0, cuando ¢=0.

Resp,

z(t)= —%cos =+%— s’+%—e-‘. v()= ﬂé cos :—%c'——l— et 4-1.
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